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Resumo. Esta comunicacdo insere-se no Projeto “Pensamento numérico e
cdlculo flexivel: Aspetos criticos”. Comega por discutir o que se entende
por flexibilidade de cdlculo e raciocinio quantitativo aditivo, discutindo
depois os resultados de entrevistas individuais realizadas com quatro
alunos (dois do 1.° ano e dois do 2.° ano) quando lhes foram propostas
tarefas onde aqueles aspetos estavam presentes. Trata-se de um estudo
exploratério cujo principal objetivo é compreender o raciocinio dos alunos
quando resolvem tarefas numéricas envolvendo situacoes aditivas, e ainda
identificar aspetos associados a flexibilidade de cdlculo e ao raciocinio
quantitativo. Os resultados mostram que, no caso dos alunos do 1.° ano, o
seu desempenho parece estar relacionado com o seu desenvolvimento do
sentido do niimero e com as relacdes que dominam. Para os alunos do 2.°
ano, o raciocinio inversivo constituiu um aspeto critico, que conseguiram
mobilizar depois de superadas as dificuldades iniciais. Os resultados
sugerem, ainda, que estes alunos concebem a diferenca como uma relagcdo
invariante numérica.

Abstract. This communication is part of the Project “Adaptive thinking and
flexible computation: Critical issues”. It begins by discussing what is meant
by flexible computation and additive quantitative reasoning, after it
discusses the results of individual interviews with four pupils (two of I«
Grade and two of 2,4 Grade) when tasks, where those aspects were present,
were proposed to them. This is an exploratory study whose main objective is
to understand students' reasoning when solving numerical tasks involving
additive situations, and also identify features associated with the flexible
computation and quantitative reasoning. The results show that, in the case
of ls Grade pupils, their performance appears to be related to the
development of number sense and to the relationships that they dominate.
For the 2,0 Grade pupils, the inverse reasoning constituted a critical issue,
which they could mobilize after overcoming the initial difficulties. The
results also suggest that these pupils see the difference as an invariant
numerical relationship.

Palavras-chave: Calculo flexivel; Raciocinio quantitativo aditivo; Relacdes
numéricas.

Introducao
Esta comunica¢do insere-se no Projeto “Pensamento numérico e calculo flexivel:
Aspetos criticos” que estd a ser desenvolvido por docentes das Escolas Superiores de

Educacao de Lisboa e Setubal e tem como objetivos: (i) identificar os conhecimentos
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conceptuais dos alunos que estdo em jogo nos diferentes niveis de compreensdo das
operagdes/relacdes numéricas; (ii) analisar se e como estes conhecimentos lhes
permitem usar flexivelmente o célculo mental; e (iii) retirar implicacdes para a
construcdo e exploragdo de tarefas, a formagao de professores e a avaliagdo diagnostica
do desenvolvimento do calculo mental. Nesta comunicacdo discutiremos as diferentes
perspetivas sobre flexibilidade de célculo/raciocinio quantitativo no que se refere a
adicdo e subtracdo, presentes na literatura, e apresentamos resultados preliminares
resultantes da resolucdo de quatro tarefas por alunos dos 1.° e 2.° anos de escolaridade,
obtidos através da realizagdo de entrevistas (tipo clinicas) individuais a quatro alunos
(dois do 1.° e dois do 2.° ano) de uma escola do 1.° ciclo de um bairro de Lisboa.
Pretendemos compreender o raciocinio dos alunos quando resolvem tarefas numéricas
envolvendo situacdes aditivas e identificar aspetos associados a flexibilidade de calculo

e ao raciocinio quantitativo.

Fundamentacao teérica

Na ultima década, a flexibilidade de calculo tem sido considerada uma capacidade que
todos os alunos devem desenvolver na escola elementar (Anghileri, 2001; NCTM,
2000). Em 2000, o NCTM afirmava que ser proficiente num dominio complexo como a
Matematica implica a capacidade de usar o conhecimento de modo flexivel, aplicando,

de modo apropriado, o que ¢ aprendido numa situagdo, numa outra (NCTM, 2000).

A ideia de flexibilidade aparece associada ao calculo mental e a resolug@o de problemas
aritméticos. Existem diferentes maneiras de resolver um problema aritmético
mentalmente, designadas normalmente por estratégias. Flexibilidade estratégica em
calculo mental refere-se a0 modo como o problema ¢ afetado pelas circunstancias ao ser
resolvido (Threlfall, 2009). Estas circunstancias tanto podem relacionar-se com
caracteristicas especificas das tarefas como relacionar-se com caracteristicas individuais
ou, ainda, com varidveis contextuais. Threlfall (2009) designa o mecanismo subjacente
a flexibilidade estratégica de zeroing-in, referindo que o mesmo ndo ¢ totalmente
consciente nem racional, envolvendo calculos exploratérios parciais que decorrem de
reparar em aspetos especificos dos numeros em causa e respetivas relagoes: “The

calculation-strategy is not selected and applied, it is arrived to” (Threlfall, 2009, p. 548).

Numa perspetiva diferente, Star e Newton (2009) definem flexibilidade como

conhecimento de multiplas solugdes, assim como a capacidade e tendéncia para
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escolher a mais adequada para um dado problema e um objetivo particular de resolugdo
de problemas. Estes autores afirmam ainda que flexibilidade existe num continuum:
quando os alunos ganham flexibilidade, eles podem primeiro mostrar um maior
conhecimento de multiplas estratégias, depois preferéncias particulares, e, por ultimo, o
uso adequado da estratégia preferida. O termo adequado refere-se a estratégia mais
eficiente, isto €, aquela que exige o menor nimero de passos intermédios de calculo

para chegar ao resultado.

Outros autores (Baroody & Rosu, 2006; Rathgeb-Schierer & Green, 2013) referem que
a flexibilidade de calculo esta relacionada com o facto de os alunos terem, a medida que
vao desenvolvendo o sentido do numero, estabelecido relagdes e padrdes entre eles,
construindo assim uma teia de relagdes. Por exemplo, os alunos que reconhecem a
propriedade comutativa da adigdo, perante a necessidade de calcular 3+9, sabem que
podem fazer 9+3. Os alunos que compreendem as varias composi¢des de um ntimero,
nas suas diferentes partes (por exemplo, 1+7, 2+6, 3+5 e 4+4 = 8...) e decomposi¢des
(e.g., 8 = 147, 2+6, 3+5, 4+4), é mais provavel que desenvolvam formas de raciocinio
como os “dobros+1” (e.g., 7+8 = 7+7+1 = 14+1) ou fazer uma “dezena” (9+7 = 9+1+6
= 10+6). A medida que aquela teia de relagdes vai sendo construida, os alunos vio
adquirindo flexibilidade para usarem essas relagdes em situagdes concretas de calculo, o
que depende do seu conhecimento dos numeros e das operacdes (Rathgeb-Schierer &

Green, 2013).

De acordo com Thompson (1993), o raciocinio quantitativo envolve raciocinar sobre
relacdes entre quantidades. Consiste na andlise de uma situacdo numa estrutura
quantitativa, sendo que esta constitui uma rede de quantidades e de relagdes
quantitativas. O autor chama a aten¢@o para a distingdo entre quantidade e nimero, nao
sendo de todo sindnimos. No ambito do raciocinio quantitativo, o que importa sao as
relacdes entre as quantidades e ndo os nimeros e as relagdes numéricas, € ¢ nesse
sentido que este tipo de raciocinio se aproxima do raciocinio algébrico. Para clarificar
esta distin¢do, o autor liga a ideia de medida a nocdo de quantidade, embora esta ndo
seja aplicavel apenas a grandezas continuas mensuraveis, € o raciocinio ndo dependa da
sua medida:

A person constitutes a quantity by conceiving of a quality of an object in
such a way that he or she understands the possibility of measuring it. (...)
Quantities, when measured, have numerical value, but we need not measure
them or know their measures to reason about them. You can think of your
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height, another person’s height, and the amount by which one of you is
taller than the other without having to know the actual values. Quantities are
more concrete than numbers (Thompson, 1993, pp. 165-166).

Uma das aplicacdes da algebra consiste na modelacdo de situagdes complexas. Uma
situacdo relacionalmente complexa envolve, pelo menos, 6 quantidades e 3 operacdes
quantitativas. Comparar duas quantidades para encontrar o excesso de uma em relacao a
outra ¢ uma operacao quantitativa. E o resultado da operagao quantitativa de comparar
aditivamente duas quantidades é o excesso encontrado, isto ¢, a diferenca quantitativa.
Vejamos um exemplo de uma situacdo relacionalmente complexa estruturada
aditivamente, com o minimo de quantidades e de operacdes quantitativas, que ilustra o
facto de que cada resultado de uma operacdo quantitativa ¢ simultaneamente uma

quantidade:

3 quantidades iniciais (A, B, C)

3 operagdes quantitativas

3 diferengas quantitativas ou combinagdes (também sdo quantidades):
* A comparado com B
* B comparado com C
* (A comparado com B) comparado com (B comparado com C)

Figura 1. Situacdo relacionalmente complexa estruturada aditivamente

Além da distingdo entre quantidade e nimero, Thompson (1993) sublinha, ainda, a
distincdo entre os conceitos de diferenca numérica, enquanto resultado da operagdo
subtracdo, e de diferenga quantitativa. Por um lado, uma diferenca quantitativa nao ¢
sempre encontrada através de uma subtrag@o, e, por outro, a subtragdo pode ser usada

para calcular quantidades que nao sejam diferencas quantitativas.

A comparacdo aditiva estd intimamente ligada ao raciocinio inversivo, implicando a
mobilizacdo do pensamento reversivel: quando se compara A com B e se verifica que A
¢ mais n do que B, entdo pode concluir-se a relacdo inversa, ou seja, que B € menos n
do que A. De acordo com Greer (2012), a inversdo assume uma importancia central na
aritmética dos numeros naturais e das quatro operagdes basicas envolvendo estes
numeros, com implicacdes importantes no calculo flexivel. Relativamente aos
problemas de comparagdo, o autor chama a atengdo para o facto de que a relagdo
inversa relaciona a diferenca entre A e B com a diferenga complementar entre B e A, o
que constitui uma concegdo bastante diferente. Assim, embora este autor se refira a
relacdo inversa entre adicdo e subtragdo e o raciocinio quantitativo aditivo envolva
operagdes quantitativas que sdo distintas destas operagdes aritméticas, podemos
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considerar que a inversao constitui um tdpico intrinsecamente subjacente ao raciocinio

quantitativo.

Metodologia

Este estudo segue uma abordagem metodoldgica qualitativa de paradigma
interpretativo, visando a descricdo e a explicagdo interpretativa de um fendémeno
educacional (Erickson, 1986). Tendo como objetivo recolher informacao alusiva as
formas de os alunos abordarem tarefas, concebidas com o propdsito de desenvolver
quer o calculo flexivel quer o raciocinio quantitativo aditivo, para a construgao posterior
de uma cadeia de tarefas, procedeu-se a realizacdo de entrevistas clinicas a alunos dos

1.°e 2.° anos.

Na entrevista clinica, o investigador suscita da parte do entrevistado a revelacdo de
indicios que elucidem o problema em questdo. Trata-se de uma técnica que ¢ dirigida
pelo investigador e que visa a descricao das formas de pensamento dos entrevistados,
através do levantamento de informagdes (Lessard-Hebert, Goyette, & Boutin, 1990,

Tavares, 2000).

As entrevistas individuais foram realizadas a 13 de fevereiro de 2014 pelas autoras do
presente artigo, ambas elementos da equipa de investigagdo do Projeto. Os quatro
alunos estavam a frequentar pela primeira vez os respetivos anos de escolaridade. Os
alunos foram selecionados pelas professoras titulares das turmas mediante a indicagao,
pelas investigadoras, do critério de serem alunos que habitualmente expressassem o que
pensam e com desempenho razoavel a Matematica. As entrevistas foram audiogravadas
e ocorreram numa sala, fora da sala de aula dos alunos. Foi respeitado o principio ético

de confidencialidade, tendo sido usados nomes ficticios para as criancas entrevistadas.

Apresentacao de alguns resultados

Aos dois alunos do 1.° ano, Ana e Rui, foi proposta uma tUnica tarefa envolvendo
cartdes com expressoes representativas de somas e diferencas. Aos dois alunos do 2.°
ano, Gongalo e Jodo, foram propostas duas tarefas com um contexto de jogo de
berlindes, embora apenas uma seja comum. Quer um quer outro referiram ter o habito

de jogar a este jogo.
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Tarefa “Cartoes com numeros”
Foram dispostos sobre a mesa cartdes, onde estavam registadas as seguintes expressoes,

uma em cada cartdo:

19+10 14 +15 19-10 20+ 10 10 +22
5+15 17+5 20-10 13+7 11+22
20-8 22-10 50-30 15+16 50-28

Figura 2. Tarefa Cartées com niimeros

O objetivo desta tarefa ¢ usar factos conhecidos para estabelecer relagdes numeéricas e
calcular de modo flexivel. Para que os alunos conhegam as caracteristicas dos nimeros
implica que usem, de modo dindmico, o conhecimento do niimero e das suas relagdes.
Pretende-se que os alunos vejam as expressdes apresentadas como numeros € ndo como
um calculo a efetuar, dai o terem aparecido sem o sinal de igual no final da expressao.
Assim, esta tarefa visa que os alunos sejam capazes de utilizar relacdes numéricas do
tipo n+1 e n-1, ou n+2 e n-2. Por exemplo, em 14+15, os alunos podem reconhecer que
14 ¢ menos 1 que 15, podendo, por isso, usar o dobro de 15 e tirar 1. A relagdo
dobro/metade estd presente em varias situagcdes. Também, noutras expressoes, podem
arredondar para a dezena mais proxima. Por exemplo, em 50-28, ao reparar que 28 ¢é

menos 2 que 30, podem utilizar factos basicos ao nivel das dezenas.

Foi pedido aos alunos que colocassem os cartdes em duas colunas, pondo numa os que

achassem faceis e na outra os que considerassem dificeis, justificando a escolha feita.

A Ana apenas considerou como dificeis os cartdes: 50-30, 20-8 e 50-28. Para os cartdes
que considerou faceis, conseguiu chegar, de um modo geral com alguma facilidade, a
uma outra representacdo do numero, por vezes recorrendo a contagem e usando, de
forma discreta, os dedos das maos, como se evidencia no seguinte didlogo:

I: Para cada caso, vais dizendo alto como chegaste ao nimero.

A (pegando no cartdo 17+5): Este € 22.

I: Porqué?

A: Contei 5 a partir do 17.

A (pegando, de seguida, no cartdo 10+22): 10+22 é 32, pois 10+20 sao 30.
A:20-8¢12.

I: Porqué?

A: Contei (mais uma vez Ana usou os dedos de forma discreta).

Voltou depois ao cartdo 20+10, dizendo:

A: Este ¢ 30, pois 2 mais 1 ¢ 3, entdo este [10+22] € 32, e este [11+22] ¢ 33,
porque ¢ +1 e +2. (...) Este [19+10] € 29, pois ¢ -1.
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Agora este 20-10 € 10, pois ¢ 2-1, logo, 22 -10 ¢ mais 2, por isso 12.

A Ana conseguiu perceber que todos estes cartdes estavam relacionados e foi capaz de
os relacionar com rapidez e a vontade. Mostrou entender as unidades do sistema de

numerag¢do, compreendendo que para 20+10, basta aplicar o facto basico 2+1.

Em seguida, olhou para o cartdo 50-30 e hesitou um pouco.

I: Olha bem para os niimeros.
A: E 20, pois € 5-3 (disse, sem hesitar).

Bastou a investigadora chamar-lhe a atengdo para os nimeros envolvidos para a Ana

conseguir dizer o nimero representado pela expressao.

Faltava-lhe o 50-28. Depois de alguma hesitacdo, respondeu: “é 32”. Perante o olhar de
surpresa da investigadora, disse: “¢ 22, pois se 50-30 ¢ 20, aqui tiro 28, que ¢ menos 2”.
A Ana conseguiu, utilizando outros factos dos quais ja sabia os resultados, e, com
alguma flexibilidade, obter uma nova representacdo do numero apresentado no cartdo,

retificando o que tinha acabado de dizer (“32”).

O Rui, perante 0 mesmo conjunto de cartdes, selecionou como dificeis (que nio sabia)
os seguintes: 50-30, 22-10, 11+22, 10+22 e 50-28. Para os que considerou faceis,
apresentou as seguintes justificagoes:

R: 20 mais 10 € 30, porque 2 mais 1 € 3. 19 menos 10 ¢ 9.

I: Porqué?

R: Agora ¢ que ndo sei dizer...

I: Entao?

R: E este 9 aqui (apontando para o 9 no 19).

R (passando logo para um novo cartdo): 5 mais 15 ¢ 20, porque 15 ¢ uma
dezena e meia, mais meia... 20 menos 8 € 12, contei.

I: Contaste o qué?

R: Contei 8 a partir do 20.

R (indo logo para o cartdo seguinte): 20 menos 10 € 10, pois 2 menos 1 € 1.

Virando-se para os cartdes que tinha considerado dificeis, comegou por 22-10: “¢ 12,
pois aqui (aponta para o 22, comparando com 20-10) ¢ mais 2”. Em seguida, voltou de

novo ao cartdo 19-10, colocado na coluna dos faceis, e disse: “¢ 9, pois ¢ menos 1.

O Rui manifesta flexibilidade de célculo, conseguindo, por sua iniciativa, estabelecer a
relacdo com 20-10, através da estratégia de compensagao, compreendendo que juntar 2
ao aditivo implica juntar também 2 ao resto. E, ainda, de salientar o facto de apés ter

usado 20-10 para chegar a 22-10, ter compreendido que o podia também usar para
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explicar por que motivo 19-10 ¢ 9, lembrando-se que antes ndo tinha conseguido
verbalizar esse motivo (“Agora € que ndo sei dizer...”). Este ¢ um exemplo ilustrativo
do processo ndo totalmente consciente subjacente a flexibilidade estratégica de zeroing-
in (Threlfall, 2009) ja que o Rui parece ter estabelecido relagdes numéricas, quando
assumiu 19-10 como 9, que ndo conseguiu explicitar de modo imediato, fazendo-o
posteriormente, ao verbalizar a compensagao aplicada na situagdo anterior de 22-10: 19-
10 “¢ 9, pois ¢ menos 1”. Efetivamente, na altura, o Rui limitou-se a indicar o0 9 no 19
como justificagdo, dando alguma evidéncia de constatacdo de uma regularidade: sempre
que se retira 10 de um numero entre 11 e 19, inclusive, o resto ¢ igual ao algarismo das
unidades. S6 depois de ter usado o cartdo 20-10 como recurso para calcular de modo
flexivel 22-10 ¢ que o Rui revisita o cartdo anterior 19-10 e toma consciéncia de que 20-
10 constitui igualmente um recurso para calcular 19-10, apresentando uma justificag@o
matematica de compensagdo, com mobilizagdo do facto basico 20-10: retirar 1 ao

aditivo implica retirar também um ao resto.

Voltou depois ao 11+22, mas ficou hesitante.

I: Sabes quanto ¢ este [20+10]?
R: Sim. E 30.
I: Entdo?
R: Estou a pensar...
Depois de alguma hesitagdo, arrisca, sem grande seguranga:

R: 33.

I: Porqué?

R: E mais 3.
Neste caso, foi a investigadora que sugeriu o cartdo a usar como facto basico. Apos esta
sugestdo, o Rui conseguiu novamente estabelecer uma relagdo numérica, compensando
com mais trés, e usando, também, de forma implicita, a propriedade comutativa (20+10
= 10+20). Faltavam ainda os cartdes 50-30 ¢ 50-28, mas o Rui disse:

R: Estes sao muito dificeis, ndo quero fazer.
I: Nao s3o nada...
R: Sim, s3o. J4 ndo quero fazer mais.

A investigadora ndo insistiu e deu por terminada a entrevista.

Estes alunos ja compreenderam que, quando t€ém dezenas exatas, basta adicionar as
dezenas, usando um raciocinio dedutivo por analogia — por exemplo: se 1+2 ¢ 3, entdo
10+20 ¢ 30. Ana parece ter esta ideia consolidada, tanto para a adi¢gdo como para a

subtracdo, o mesmo ndo acontecendo com o Rui para a subtragdo. Ana ndo teve
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nenhuma duvida perante a situagdo 50-30 ¢ 20, pois 5-3 ¢ 2, mas apesar de o Rui ter
resolvido bem 20-10, usando o mesmo tipo de raciocinio, considerou a situagdao 50-30
dificil e acabou por ndo a resolver. Tal pode ter-se devido & ordem de grandeza do
numero 50, atendendo a tratar-se de um aluno do 1.° ano entrevistado em fevereiro.

Ambos os alunos conseguiram estabelecer relagdes numéricas a partir de factos basicos.

Tarefa “Jogo de berlindes [
A primeira tarefa, Jogo de berlindes I, foi proposta a ambos os alunos, tendo sido lida

primeiro pela investigadora, e foi a seguinte:

A Ana e o Luis jogaram um jogo de berlindes juntos. No inicio tinham ambos 0 mesmo

numero de berlindes.
A Ana ganhou 3 berlindes do Luis e ficou com 7.

Quantos berlindes tinha o Luis no final do jogo, sabendo que ele ndo ganhou berlindes?

Figura 3. Tarefa Jogo de berlindes 1

Esta tarefa visa desenvolver um raciocinio inversivo em duas situagdes: (i) inicio e final
do jogo, obrigando os alunos a partir do ponto de chegada, final do jogo, e raciocinar
inversamente para o inicio do jogo; e (ii) relagcdo entre os ganhos e perdas no decurso do
jogo (se a Ana ganha x berlindes do Luis, entdo este perde x para a Ana). Implica ainda
atender a relagdo de igualdade entre a quantidade de berlindes de um e de outro no

inicio do jogo.

Inicialmente, o Gongalo ndo entendeu o problema, pelo que a investigadora foi
conversando com ele sobre o enunciado, tendo chegado a sugerir que registasse a direita
o numero de berlindes da Ana no final do jogo e a esquerda o do inicio do jogo.

G: Quantos berlindes ¢ que eles tinham antes?

I: Pois, ndo sabemos. Mas sabemos que ela ficou... Com quantos € que ela
ficou?

G: Com 7.

I: Com 7. Regista 14 aqui (apontando para uma localizagcdo a direita). No
final, ela ficou com 7. (...) Ganhou 3. Quantos ¢ que ela teria no
principio?

G: 10.

(...) A investigadora sugere que ele registe a esquerda do 7.

I: Entdo, se ela tem 10... vé 14 se ela perde ou ganha berlindes para ficar
com 7.

G: Perde.

I: Perde. Ela ndo perdeu! Ela ganhou!

G: Pois, ela tem 13.
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Apesar da sugestdao da investigadora para o registo a direita da quantidade de berlindes
do final do jogo, o Gongalo raciocinou aditivamente mediante a ideia de ganhar
berlindes, juntando, primeiro, trés a sete, e depois a dez (em reagdo a interpelagao da
investigadora ao confronta-lo com o “10” colocado a esquerda e correspondente a
quantidade de berlindes no inicio do jogo). O aluno teve dificuldade em mobilizar um
pensamento reversivel do final para o inicio do jogo. A necessidade de partir de um
valor inicial ficou evidenciada na sua questdo “Quantos berlindes é que eles tinham
antes?”. Mesmo quando foi confrontado com o facto de ter 10 berlindes antes e 7 no
final, ndo conseguiu inverter o pensamento. Tanto assumiu que a Ana teria perdido
berlindes como respondeu que teria 13, ao ser conduzido para a ideia de que ganhou
berlindes. Passamos a apresentar o extrato seguinte.

I: Tenta 14 representar os berlindes. No final, ela ficou com sete berlindes.

G: So sete berlindes? (O Gongalo desenha 7 circulos)

I: (...) Destes sete, houve trés que ela ganhou ao Luis. Representa 14 de
outra maneira.

G: Posso fazer com cruzes?

I: Podes por uma cruzinha nos que ela ganhou ao Luis. (o Gongalo desenha
mais 3 cruzes) Mas estas a meter mais. Destes sete, destes sete, houve
trés que ela ganhou ao Luis, ndo ¢ mais, destes sete! (o Gongalo marca
entdo cruzes dentro de trés dos circulos desenhados antes). Entao
quantos seriam os que ela tinha no principio?

(...)

G: Quatro.

Por sugestdo da investigadora, regista por baixo do desenho os niimeros 4 e

7, e escreve ao lado o nome Ana.

I: Agora vamos 14 pensar no Luis. O Luis, o Luis, no inicio, ambos tinham o
mesmo numero de berlindes. Entdo, quantos ¢ que o Luis tinha?

G: Também 4.

I: E o que teria agora acontecido no jogo? Com quantos ¢ que ele teria
acabado o jogo? Pensa la.

G: Um. (escreve “1” por baixo de 7)

I: Como viste que era 1?

G: Quatro menos trés!

O Gongalo manteve um raciocinio unidirecional tanto nas reagdes as interpelacdes da
investigadora como na representacdo iconica da situacdo. Por insisténcia da
investigadora, parece ter chegado a compreensao do problema quando aquela lhe fez
notar que os 3 berlindes ganhos da Ana estariam incluidos nos 7 finais, representados
iconicamente. Nesta altura, o Gongalo registou as cruzes, pela segunda vez, dentro dos

circulos desenhados antes. A inversdo relativa aos ganhos e perdas ndo foi um aspeto
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critico. Depois de ter chegado ao ntimero 4 do inicio do jogo, rapidamente o Gongalo

subtraiu 3, percebendo que o Luis teria perdido 3.

10 7

13

X
5

4 7
b

=2

(fz/ha
Figura 4. Resolu¢do do Gongalo da tarefa Jogo de berlindes 1

O Jodo, assim que a investigadora terminou a leitura, respondeu prontamente “10” e

registou na folha, tal como se pode verificar na seguinte figura:

1o Lafs

F—3=
g ¢ _# =
Lufs g sl 431

Figura 5. Resolu¢do do Jodo da tarefa Jogo de berlindes 1

Seguidamente, a investigadora focou a Ana, sugerindo igualmente um registo tabelado

para marcar o inicio e o final do jogo. Vejamos o extrato do didlogo que se seguiu:
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I: No final do jogo, ela ficou com 7. E quantos berlindes ¢ que ela ganhou
ao Luis?

J: Trés.

I: Quantos teria no principio?

J: (pausa) Quatro.
O Jodo comegou por responder incorretamente 10, tendo também associado a adicao a
ideia de ganhar 3. Trata-se de uma resposta precipitada, atribuindo ao Luis os dados
respeitantes a Ana. Assim que a investigadora comegou a orientar no sentido de se focar
primeiro na Ana, o Jodo utilizou a relagdo inversa e ndo manifestou dificuldades na
resolucdo desta tarefa, embora tivesse precisado de tempo para pensar de modo
inversivo. A tarefa foi resolvida mentalmente e as subtragdes colocadas ao lado foram

registadas na sequéncia do pedido da investigadora para ele registar como tinha

pensado.

Tarefa “Jogo de berlindes I1”

A segunda tarefa proposta apenas ao Gongalo, Jogo de berlindes I, foi a seguinte:

A Ana e o Luis fizeram um jogo de berlindes.
A Ana ganhou 6 berlindes do Luis e ficou com 10 berlindes no final do jogo.
O Luis nao ganhou nada e ficou com 3 berlindes no final do jogo.

Compara o numero de berlindes da Ana e do Luis antes do jogo e no final do jogo.

Figura 6. Tarefa Jogo de berlindes 11

Esta tarefa exige para ambas as situagdes (Ana e Luis) um raciocinio inversivo do final
do jogo para antes do jogo e apresenta uma formulacdo mais aberta de solicitacdo de
comparagdo de quantidades. Apela ao raciocinio reversivel, nos mesmos termos
descritos para a tarefa anterior. Ao ser pedida explicitamente a comparacdo das
quantidades de berlindes antes e no final do jogo, esta tarefa foca-se no raciocinio

quantitativo aditivo.

Esta tarefa ja foi resolvida com facilidade pelo Gongalo, pois ja tinha entendido a

inversao necessaria do final para o inicio do jogo. A figura 7 apresenta a sua resolugao:
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Figura 7. Resolu¢@o do Gongalo da tarefa Jogo de berlindes 11

Rapidamente, utilizou a relagdo inversa, concluindo que a Ana teria 4 berlindes no
inicio do jogo:

I: Como ¢ que viste que era 4? Como pensaste?
G: Dez menos seis.

Depois de ter registado os 3 berlindes finais do Luis, a investigadora chamou a atencao
para os berlindes que a Ana tinha ganho ao Luis:

I: Ela tinha ganho quantos ao Luis?

G: Seis.

I: Quantos agora ¢ que o Luis teria no principio? Nao sabes, pois nao? (...)
G: Nove!

I: Como fizeste?

G: Fiz na cabega! (...) Trés mais seis!

Depois da chamada de ateng¢do da investigadora para os berlindes ganhos da Ana,
rapidamente o Gongalo percebeu que o Luis teria perdido o0 mesmo numero e mobilizou
mais uma vez a reversibilidade de pensamento, compreendendo que, antes do jogo, o

Luis teria mais seis berlindes.

Tarefa “Jogo de berlindes II1”

A tarefa proposta apenas ao Jodo, Jogo de berlindes III, avanga em complexidade, ja
que aumenta o numero de jogadores e, consequentemente, também as relagdes entre
ganhos e perdas a considerar. Tem como principal objetivo acentuar a nocdo de
diferenga quantitativa como sendo significativamente independente do conhecimento
dos valores do aditivo e do subtrativo. Contrariamente as tarefas anteriores, em que os
alunos podiam saber o nimero de berlindes antes e no final dos jogos, nesta tarefa, por
ndo se conhecer o numero de berlindes que cada um tinha antes dos jogos, os alunos

tém de lidar unicamente com a mudanga relativa, e ndo com quantidades absolutas.
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A Ana, o Luis e o André jogaram dois jogos de berlindes juntos.

A Ana ganhou 3 berlindes do Luis e 7 do André.

O Luis ganhou 4 berlindes do André e 9 da Ana.

O André nao ganhou berlindes.

a) Qual o menor niumero de berlindes que o André tinha no inicio dos jogos?

b) Compara o numero de berlindes do Luis antes e depois destes dois jogos.

Figura 8. Tarefa Jogo de berlindes 111

O Jodo seguiu o mesmo tipo de registo tabelado da tarefa anterior e comecou por
registar para cada um dos jogadores os ganhos totais de berlindes. Seguidamente,
registou as perdas totais para cada um dos jogadores, através da leitura das frases
alusivas aos ganhos, mobilizando o raciocinio inversivo. A sua resolugdo pode ser

observada na seguinte figura:

Figura 9. Resolug@o do Jodo da tarefa Jogo de berlindes 111

Depois, focou-se na questao a), considerando que o André teria no inicio dos jogos o
numero minimo de 12 berlindes para ter perdido 11. Levantou outras hipdteses para
esse numero inicial como 20 ou 30.

I: E menos que 12, ndo?

J: Nao, ele tinha de ter berlindes.
Esta questdo foca a quantidade absoluta de berlindes. O Jodo considerou diversas
hipoteses para os numeros de berlindes do André antes dos jogos, sabendo que ele
perdeu 11, todas superiores a 11, mas assumiu que, no minimo, ele teria de ter 12.
Pensamos que ele ndo equacionou o 11 por ter descartado a possibilidade de, no final,
ficar sem nenhum berlinde. Interpretamos a sua resposta “Nao, ele tinha de ter
berlindes” como referindo-se a pretensdo, em termos afetivos, de acabar os jogos com

berlindes (neste caso, com um). No entanto, tal também pode ser interpretado como
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referindo-se a necessidade de, no inicio, ter berlindes suficientes para poder dar 11. Esta
segunda hipdtese interpretativa tem uma explicacdo de natureza matematica e ndo
afetiva, j& que, neste caso, nao viu que o nimero minimo corresponde ao niimero igual

de berlindes perdidos.

Em seguida, registou o balango de ganhos e perdas no caso do Luis, concluindo que este
teria ficado com mais 10 berlindes no final do jogo. No trago correspondente ao inicio
do jogo, registou 10.

J: [No final] o Luis ficou com mais 10. (...)

I: No principio, o Luis tinha 10 ou mais 10?

J: Tinha 10 berlindes.
No ponto mais localizado a direita da linha do Luis, registou 20 como sendo o nimero
total de berlindes no final do jogo. Seguidamente, a investigadora orientou para o caso

da Ana:

I: E a Ana? Ganhou 10 e perdeu 9. Afinal, ficou com mais ou menos
berlindes no final do jogo?

J: Com menos. Antes tem 10 berlindes.

I: Se comecgasse os jogos com 10 berlindes, ganhava 10, ficava com
quantos?

J: Com 20.

I: E depois perdia 9...

J: Ficava com 11.

O Jodo ndo conseguiu fazer o balango entre ganhos e perdas para o caso da Ana, tendo
concluido que ficaria com menos berlindes sem referir quantos. Colocou também 10 no
traco correspondente ao inicio do jogo, tendo depois registado o 20 como sendo o
nimero de berlindes da Ana depois dos 10 berlindes ganhos nos dois jogos, e
finalmente registou o nimero 11, apds as perdas, correspondendo ao nimero total de
berlindes da Ana no final do jogo. Depois deste registo final, ndo o confrontou com o
que tinha dito anteriormente nem verbalizou que a Ana teria ficado com mais um

berlinde no final dos dois jogos.

O aspeto critico inerente a esta tarefa ¢ a distingcdo entre a diferenga quantitativa e o
valor absoluto. Embora o Jodo ndo tenha feito confusdo entre uma coisa e outra, ja que
distingue, no segundo trago da linha do Luis, alusivo ao final dos jogos, a mudanga
relativa (mais 10) do valor absoluto (20), ndo consegue exprimir a diferenga quantitativa
para o inicio dos dois jogos (menos 10), necessitando de colocar numeros absolutos.
Nao se percebe bem o motivo de ter colocado 10 tanto para o Luis como para a Ana.

Foi um nimero hipotético como poderia ter sido outro? Usou o niimero resultante do
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balango de ganhos e perdas do Luis? H4, ainda, a referir que o Jodo usou a mesma
simbologia na linha da Ana e na do Luis (=20; =10) com significados distintos: na Ana,
0 20 ¢ valor absoluto e, no Luis, o 10 é mudanga relativa. A necessidade de se referir
aos numeros concretos de berlindes também se encontra evidente no modo como

conclui depois o valor absoluto dos berlindes no final dos dois jogos.

Consideracoes finais

O calculo flexivel prende-se com o conhecimento e a utilizagcdo de relacdes numéricas,
sendo mais rico a medida que os alunos sdo capazes de utilizar a teia de relagdes que
vao construindo e vao desenvolvendo o seu sentido do numero (Baroody & Rosu,
2006). Relativamente aos dois alunos que resolveram a tarefa com os cartdes, a Ana
evidencia uma maior flexibilidade de calculo, levando-nos a concluir que a sua teia de
relagcdes € mais rica. O Rui confirma, de algum modo, que a flexibilidade para usar
essas relagdes em situagdes concretas de calculo depende do seu conhecimento dos
numeros e das operagdes (Rathgeb-Schierer & Green, 2013), pois apesar de ter
resolvido com facilidade os calculos com numeros menores, ndo o conseguiu fazer
quando os numeros aumentaram na sua ordem de grandeza. Tal como defendido por
Threlfall (2009), o Rui parece ndo escolher uma estratégia: reparando nos aspetos
especificos dos nimeros propostos e suas relacdes com os numeros conhecidos, Rui

chega a uma estratégia.

A exploragdo das tarefas pelos alunos de 2.° ano fez ressaltar a inversao como um
aspeto critico, que as criangas conseguem mobilizar depois de superadas as dificuldades
iniciais. Consideramos que este ¢ um tépico de fundamental importancia no
desenvolvimento do calculo flexivel (Greer, 2012) e do raciocinio quantitativo aditivo.
As diferengas quantitativas das tarefas Jogo de berlindes I e II envolvem o valor
absoluto do aditivo e do subtrativo, enquanto a tarefa Jogo de berlindes Il avanga com
a énfase na nocdo de diferenca quantitativa como mudanga relativa independente do
conhecimento dos valores do aditivo e do subtrativo (Thompson, 1993). Esse
desconhecimento constitui também um aspeto critico, pois apesar de o aluno em causa,
Jodo, ndo ter confundido as nog¢des de diferenca quantitativa e de valor absoluto de
berlindes, precisou de se ancorar em nimeros concretos de berlindes. Por terem sentido
necessidade de saber o valor dos numeros iniciais, os alunos mostram conceber a

diferenga como uma relagdo invariante numérica.
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Um outro aspeto a relevar tem a ver com o modo com estas duas dimensdes se inter-
relacionam, o célculo flexivel e o raciocinio quantitativo aditivo. Por este se focar na
descri¢ao e modelagdo de situacdes e nas relagdes comparativas envolvidas, acaba por
estar na base do desenvolvimento do calculo flexivel enquanto calculo que mobiliza
relacdes numéricas, de um modo inteligente e adaptativo as situagdes e aos proprios

numeros.
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