Associagao de Professores de Matematica

Contactos:
A P M Rua Dr. Joao Couto, n.° 27-A
Associagdo de Professores de Matematica 1500-236 Lisboa

Tel.: +351 2171636 90/21 711 03 77
Fax: +35121 716 64 24
http://www.apm.pt
email: geral@apm.pt
PROPOSTA DE RESOLUCAO DA PROVA DE MATEMATICA A DO ENSINO
SECUNDARIO

(CODIGO DA PROVA 635) —2* FASE — 6 DE SETEMBRO DE 2021

1.1. O centro da superficie esférica é o ponto R de coordenadas (—5,5,-3).

Como a superficie esférica passa no ponto Q(—2,1,1) , a medida do comprimento do seu raio é igual a:

RQ=(-5+2)" +(5-1) +(-3-1) = /(-3)" +4° +(-4)’ =O+16+16 =41
Portanto, uma condicdo que define a superficie esférica de centro em R e que passa no ponto Q é:
(x+5)2 +(y—5)2 +(z+3)2 =(\/ﬂ)2 =N (x+5)2 +(y—5)2 +(z +3)2 =41
A resposta correta é a opcao: (C)

1.2. Seja o o plano perpendicular a reta RS que contém o ponto P.

Como o plano « é perpendicular & recta RS, um vetor normal a « é RS . Mas, como o quadrilatero
[PQRS] é um trapézio, em que as bases sdo [PQ] e [RS], vem que os lados [PQ] e [RS] s&o paralelos

e, portanto, os vetores RS e @ sdo colineares, pelo que o vetor @ também é normal a « .

Assim, dado que PQ =Q P =(-211)~(1,-12)=(-3,2,-1), vem que a:—3x+2y—z+d =0.

Como P(1,-1,2) pertence a «, substituindo, vem:
—3x1+2x(-1)-2+d=0=-3-2-2+d=0=-7+d=0=d=7

Lol -3X+2y-2+7=0=3x-2y+2-7=0

e —————
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2. Tem-se que tg(7 —« = tg(—« = —tga
q g ( ) Periodo fundamental g ( ) A funcdo tangente g
da tangente é 7 é impar

Por outro lado:

Ya VA

=<y

x<Y

T 1 1 1 .
Portanto, como sen| a — )= g Vem que —CoSa =—= < CoSa = 5 e pretende-se determinar o valor

de:

7
tg(;r—a)+2cos(—7ﬁ+aj=—tga+2(—sena)=—tga—23ena
Assim, como sen’a +cos’a =1 e cow::%,vem que:

, 1y , .1 , 24 _ [4
sen“a+|—=| =lesen“a=1-—<sen“a=— = senhg =,|— <
5 25 25 {IC}O,%[ >sena >0 25

26

24
Ssena=—— < sena =——
5 5
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Finalmente, como tge = ,vem que tga = =26, pelo que:

N
et

tg(;z—a)+2005(—%+a}=—tga 2sena = —2+/6 — 2 2\/—:—2\/_ 4\/— %

5

3.1. O nimero de casos possiveis é **C,, das doze raquetes escolhem-se seis para o primeiro conjunto.

12

- . C . . . R Lo
As outras seis vao para 0 segundo conjunto. (ou ) & se considerarmos os dois conjuntos indistinguiveis)

O numero de casos favoraveis é °C, x °C,, para o primeiro conjunto, escolhem-se trés raquetes de

6 6
badminton entre as seis e escolhem-se trés raquetes de ténis entre as seis. (ou % se considerarmos os

dois conjuntos indistinguiveis)

6 6,
A probabilidade pedida é % ~0,43.

6
A resposta correta é a opgao: (B)
3.2. Consideremos 0s seguintes acontecimentos:
A «o sécio escolhido é mulher» B : «0 s6cio escolhido pratica badminton»

Pretende-se determinar a probabilidade de o s6cio escolhido ser uma mulher que pratica ténis, ou seja
P(Am I§) . Como P(Am I§) =P(A)-P(AnB)=0,65-P(ANB),s6 precisamos de saber o valor de

P(AnB)
Do enunciado sabe-se:

- P(A)=65%, ou seja, P(A)=0,65, pelo que P(A)=1-P(A)=1-0,65=0,35

P(B‘K)z%@%z%@P(Bmﬂ)=%P(ﬂ)<:> P(Bmﬂ)=%x0,35<:> P(BNA)=0,05

P(A|B)=gc>%:%c> P(ANB)=——~
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Preenchendo uma tabela;

A A p.m
B P(B) | g0 P(B)
6
B
p.m. 0,65 0,35

S5P(B
Logo, é )+0,05=P(B)<x:6>5P(B)+O,3=6P(B)<:> P(B)=0,3

5P(B) 5x0,3

Portanto, P(ANB)= =0,25, pelo que:

P(AnB)=P(A)-P(ANB)=0,65-0,25=0,40, ou seja, P(AnB)=40%

4. Para formar um triangulo com os pontos que estdo sobre as rectas temos de escolher dois pontos da
recta r e um ponto darecta s, o nimero de maneiras de o fazer é °C, x "C, =10n, ou temos de escolher
um ponto da recta r e dois pontos da recta s, 0 numero de maneiras de o fazer é:

on(n-1 ! —
ety e 1SN0 snin-y

2i(n-2)1 2(n-2]1 2

Assim, o nimero de tridngulos distintos que se podem formar com 0s n+5 pontos das duas rectas é

y 5n(n-1) 20n+5n(n-1)
dado, em funcéo de n, por 10n+ 5 = 5 .

20n+5n(n-1)

Logo, =175<:2> 20n +5n° —5n =350 <> 5n° +15n-350=0 < n*+3n-70=0<

| —3+,/3 —4x1x(-70)

<n <n=-10 v n=7

2x1
Como neN,vemque n=7.
. . 5 5 Lo . .
5. Tem-se que limyv, =I|m(2——]=2——=2—0 =27, peloque limg(v, )= lim g(x)=1.
n+3 +00 X2

A resposta correta é a opcao: (B)
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6. Seja r arazao da progresséo aritmética (u, ).

U, +Ug

Sabe-se que ug +Uu,, =—5 € que uy =4u, . Pretende-se determinar u, +u, +...+U,, = 5 x16.
Tem-se que:
3u, u,
Tl =4, o u1+18r=4(u1+6r)c>u1+18r=4u1+24r<:>—6r=3u1<:>r:—?<:>r=—5
B er
u
*Us+Uy=—5 < U +5r+u +19r=-5<2u, +24r=-5 = 2u1+24x(——1j=—5<:>
ﬂiozfu&ffgr r= 51 2
<:>2u1—12u1=—5<:>—10u1:—5<:>u1=1 = r=—1><l<:>r=—l
2 sty 2 2 4
1 1) 11 1
Como u, =u, +15r = —+15x| —— =———5=——3,vem que:
2 4) 2 4 4
113 1
ASSIM, Uy +U, +...+ Uy, = 2 ke x16=%xlezT4x16=—%x16=—11x2=—22.
7. Tem-se que i = ei5 , pelo que:
: 2 x 3 o AP 197
IxW=i W=t 7= — S W= e[2 5)<:>W—1e'( 10]<:>W—1el( 1 )@W—ie 0
25 2
. 197

=~ Um argumento de w ¢ ——.
10

A resposta correta é a opcao: (A)
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8. Tomando z=x+Yyi, com x,y e R, tem-se:
(1+2i)z+(1-2i)7+10=0< (1+2i)(x+yi)+(1-2i)(x—yi)+10=0 <

< X+ Y+ 240 +2yi* +x— yf — 241 +2yi* +10=0

©2x-2y-2y+10=0c2x+10=4y < y:%%

Sejam r aretadadae P opontode r.
Determinar o nimero complexo cujo afixo pertence a reta r e cujo modulo é o menor possivel é

equivalente a determinar o ponto da reta r cuja distancia & origem é minima, sendo que este ponto é o
afixo do complexo pedido.

Assim, sendo r um vector director da recta r, a distanciade P a origem é minima se F-OP=0:

YA

it

<Y

O declive darecta r é % pelo que r pode ser F(2,1). Como P pertence a recta r, vem que as suas

coordenadas sdo da forma P x,§+E eOP=P-0O= x,5+E -(0,0)= x,§+E .
2 2 2 2 2 2

Logo, F-@:O@(Z,l)-(x,§+g]=0<:>2x+g+g=0<:z>4x+x+5=0<:>5x=—5<:> x=-1

Portanto, P(—l,—% +gj ou seja, P(—1,2) , pelo que o nimero complexo de menor médulo cujo afixo

pertence arecta r é -1+ 2i.

e ——————
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Outra resolucao: o ponto P da recta r cuja distancia a origem € minima, € o ponto de intersecgéo da
recta perpendicular a recta r, que contém a origem.

. 1
Assim, sendo s essa recta, vem que m, =——=-—
m

Como arecta s contém a origem, vem que a sua equagéo reduzida é y =—-2x.

Fazendo a interseccdo entre as duas rectas, tem-se:

y:§+§ —2x=5+§ —4X=X+5 -5x=5 x=-1 x=-1
2 2o 2 2o = = = = P(-12)
y=-2X y =-2X y =—-2X y=-2X y=—2><(—1) y=2

Logo, o numero complexo de menor médulo cujo afixo pertence arecta r é -1+ 2i.

9.1. Quando X —» —:

. . X—e’* [*/ : e e’ . e
lim f(x)= lim = lim X_ lim = 1-lim —=1+ lim — =l+oo=+o
X—>—00 X—>—00 X xa—oo/x/ X=X Y=-XeX=-y yote —y yo+o Y

X—>—0=Yy—>+00

Limite notavel

Logo, o graficode f ndo tem assintota horizontal quando X — —o.
Quando X >+

1
g 2) x2(1+xzj Ix? x /1+i2
lim f(x)= lim [——3J = lim3+—~—"2_|im3=lim — X _3-

X—>+00 X+1 X—>+00 X—>+00 X+1

X—>+00 X—>+00

= li = =
X—=>+0=>%x>0 X+ 1
Logo,«/xzz\x\:x X(l"f‘j 1+7 1+0

Logo, a recta de equacdo y =-2 € assintota horizontal ao grafico de f , quando x — +o0.

e —————
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9.2. Sendo t areta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa —2 , tem-se que o seu o declive é dado
por f'(-2)

—X —X

—1-°¢ , pelo que, para x<0:
X

Para x <0, tem-se que f(x)= _x :é_

2 2 2 2

!
T (€7) x—e7xx'  _eox—e*xl e'x+e* e (x+1)
X X X X

e’(-2+1 2 2
Logo, o declive dareta t é igual a f'(—2)=g=—%,pelo que t:y:—%x+b.

(-2)
. e’ . 2 e’
As coordenadas do ponto de tangéncia séo (—2, f (—2)) = —2,1+?J , pois f (—2) =1——2 =1+ ER

Substituindo na equacéo de t, vem que:

2 2 2 2
1+e—=—e—x(—2)+b<:>1+e—=zi+b<:>1+7ez/=;Z/+b<:>b=1
2 4 2 4 2 2

e2

stly=——x+1
4
10. Tem-se que:
2.\ !
. h’(x)=(senx+cos x) =COSX+2C0SX(COSX) =COSX+2C0SX(—Sen X)=Cos X — 25en X oS X

=cosx(1-2senx)

« h'(x)=0<cosx(1-2senx)=0«<cosx=0 v 1-2senx=0<>cosx=0 v senx:%

. T N N o N 1
No intervalo |:O,E|:, a equacao cosx =0 nao tem SO|UQO€S € a equacgao sen XZE tem apenas uma

~ T - y 2 T
solucéo, que é ra pelo que o Unico zero de h' é o

e —————
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Recorrendo a um quadro de sinal de h' e relacionando com a monotonia de h, tem-se:

X 0 ﬁ Z
6 2

h'(x) + + 0 — n.d.

h min. /‘ Max. \‘ n.d.

Logo, h é crescente em [O%} , € decrescente em {%%{ e tem:
» minimo relativoem x=0 que é h(0)=sen(0)+cos*(0)=0+1* =1

« méximo absoluto em x=2= que é h| = |=sen| Z |+ cos?| Z _1,
6 6 6 6 2

11.
11.1. No instante t, a temperatura da substancia foi de 30°C, ou seja, T (tl) =30.

Assim, T (t,)=30 <> 20+100e " =30 <>100e " =10 < e " = % e = % =

= —kt, = In(i) ek =110

%,_/
In1-In10=-In10
A resposta correta é a opcao: (C)

11.2. Para k =0,04, tem-se que T (t)=20+100e **".

A taxa de variacdo média da funcdo T nos primeiros t, minutos é dada por:

T(t,)-T(0) 20+100e°* —(20+100e°™°) 2011006 % —20-100€" _100e™*: 100
t,—0 t, t, t,

Como a taxa de variagdo média da funcdo T nos primeiros t, minutos é igual a —2,4,vemque t, é a
solucgéo da equacdo:

T(H)-T()__,,  100e°*-100__,
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Utilizando o editor de funcdes da calculadora, define-se:

~ 100 —100

Y, y,=—2,4
t
na janela [0,60]x[-4,0]:
YA
t, 60
0 I I T
i |
(28,157;-2,4) y=-24
~100e™°* ~100
==
-0,04t
Logo, M =-2,4<t=t,,emque t, = 28,157 .

Como 0,157 x60 ~ 9 segundos, o instante t, corresponde, aproximadamente, a 28 mine 9s.

12. Como 0e R\ {0}, vem que leggg(x) existe se lim g(x)= lim g(x).

x—0" x—0"

Assim:

x—0" x=>0{ X" —X

- lim g(x)= Iim[xj_x+kj{iJ lim {MHJ:EwJ—iw:ku

. ) (0xe0) (1. (1 __Iny

* lim g(x)=lim (2+xInx) = 2+ lim —In[—J = 2— lim —=2-0=2
x—0" x—>0" y:§©X:% yot+o| Y y In[l::lnl—lny:—lny yoro
Xx—>0"=y—>+m v Limite notavel

Logo, k+1=2<k =1.
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13. Tem-se que:
*D={xeR:1-x>0 A 3—2X>0}={XERZX<1 A x<§}:{xd&:x<1}=]—oo,1[
» Neste dominio D, tem-se;
xIn(1-x)-In(1-x)=(1-x)In(3-2x) A xeD <

< -In(1-x)(1-x)=(1-x)In(3-2x) A xeD

< 0=(1-x)In(1-x)+(1-x)In(3-2x) A xeD

& 0=(1-x)(In(1-x)+In(3-2x)) A xeD

©1-x=0 v In((1-x)(3-2x))=0 A xeD

< x=1v (1-x)(3-2x)=e’ A xeD

< x=1v 3-2x-3x+2x*=1 A xeD

o x=1v 2x*-5x+2=0 A xeD

5+,/(-5)° —4x2x2
= x=1 v Xx= A XeD
2x2

S x=1v ng v X=2 A xeD

ComolgD, 2¢D e %e D, vem que o conjunto solucdo da equagéo é {%} .

Proposta da APM de resolugdo da prova de Matematica A (635) do ensino secundario, 6 de setembro 2021  Pagina 11 de 12



14. Seja a a amplitude do angulo AOB.

Como a amplitude do 4ngulo BOC é o dobro da amplitude do angulo AOB, vem que a amplitude do
angulo BOC ¢é 2a, pelo que a amplitude do &ngulo AOC é a +2a =3« .

Consideremos a seguinte figura, em que D ¢é a projecao ortogonal do ponto B no eixo Ox :

YA

Assim, a ordenada do ponto C ¢ dada por sen(3c/) e como a area do triangulo [ AOB] é igual a k ,

vem que:

ﬁAOB]=k©OAXBD=k<:>1XBD=k<:>E:2k
2 2

Logo, senazB—faﬁzsena@senazw e portanto:

2
sen’ o +€0s” o =1 c0s’ @ =1-sen’ o < cos’ a =1-(2k)" < cos” & =1-4k?

Entéo, a ordenada do ponto C ¢é dada por:

cos’

sen (3a) =sen(a + 2a) =sena cos(2a ) +sen(2a)cosa =sen a(cos’* & —sen’ a ) + 2sen @ Cos a Cos @ =
= 2k (1—4K® —4K? )+ 2x 2k x (1— 4k ) = 2k (1-8K ) + 4k (1 4k? )

=2k —16k> + 4k —16k® = 6k — 32k*>

FIM
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