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1.
1.1
Seja u(—3,—2,2) um vetor diretor de EF e ¥ um vetor diretor da reta perpendicular a EF que passa no
ponto E.
Dado que as retas sdo perpendiculares, temos que .7 =0.
Podemos, assim, verificar que
(A) (=3,-2,2).(2,-30)=—64+6=0
(B) (=3,-2,2).(0,3,-3) =—6—-6 %0
(€) (-3,-2,2).(0,3,3) = —6+6=0
(D) (=3,-2,2).(2,0,—-3) = —6—-6 %0
As respostas possiveis sdo a (A) e (C).

Verifiguemos se o ponto E pertence a uma das retas

7=7+2k 7=7 7=7
(A){2 = =3 — 3k Condi¢do Impossivel (C)i2=-10+3k < 3{k =4 logo pertence.
15=3 15 =3+ 3k k=4

A resposta correta € a opg¢do: (C)

1.2

A equacdo da superficie esférica de centro no ponto B e que passa no ponto D, tem centro num ponto
do eixo Oy e raio igual a d(E, G).

Ora,

d(E,G)=(6-7)2+(10-2)2+ (13 -15)2 =1+ 64 + 4 =69 ;
Para determinarmos o ponto B (0,y, 0),
Podemos considerar que B pertence ao plano ABG.
A equacdo do plano ABG é da forma —3x — 2y + 2z + d = 0, pois a reta EF ¢ perpendicular ao plano
ABG.
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Como o plano ABG contém o ponto G, temos:
—3X6—-2%x104+2%x134+d=0=d =12
A equacdo do plano é: —3x—-2y+2z+12=0
Como B pertence ao plano e ao eixo Oy, temos:
—-3X0—-2y+2x0+12=0<y=6
Logo as coordenadas do ponto B séo: (0,6,0)
A equacdo da superficie esférica pedida é:
x2+ (y—6)2+2z2 =69

2.
A area do triangulo [ABC] é dada por:

C X |yal  OC X |yg|
Apapc) = > + >

Sendo uma circunferéncia de centro em O e raio 3
Como COA = a, temos que as coordenadas do ponto A sdo (3cos a, 3 sena);

Como COB = a —m temos que as coordenadas do ponto B sio (3 cos(a — m),3 sen (a — 1))

Assim:
0C = |3 cosa| = —3 cosa
|yal = 3sena e lyg| = —3 sen(a — ) = 3 sena
-3 X3 -3 X3
A[ABC] = Cosaz L Cosaz 5% — —3 cosa X 3 sena = —9 sena cosa
c.q.d.
3.

Consideremos o0s acontecimentos A: “o estudante escolhido é rapaz” e B: “o estudante escolhido é

estrangeiro”.

Do enunciado sabe-se que P(A)=0,6 <> P(A)=0,4 ;

Sabe-se, também, que P(AnB)=0,15 .

Pede-se a probabilidade de o estudante escolhido ser portugués, sabendo que é que rapaz,
ou seja, P(§|A)

Assim. Pl Bl 4 _P(EGA)_P(A)‘P(BQA)_0,4—0,15_0,25
ol Pl4) ~  Pl4) 04 04

=0,625, ou seja,

P(B|4)=625%

A resposta correta é a opcao: (D)
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4.

Tem-se que:

Dos trés dirigentes escolhem-se dois para conduzirem cada um dos veiculos. O nimero de maneiras de
o fazer é °C,. Para cada uma destas maneiras, os dois dirigentes escolhidos permutam de 2! maneiras
pelos dois veiculos.

Portanto, para as posicdes de condugdo nos dois veiculos temos °C, x 21= *A, possibilidades.

No carro tém de viajar dois jogadores do sexo masculino e dois do sexo feminino. Assim, dos cinco do

sexo masculino escolhem-se dois. O ntimero de maneiras de o fazer é °C, .

Dos cinco do sexo femininos escolhem-se dois, 0 nimero de maneiras de o fazer é 5C2 .
Para cada uma destas maneiras, 0s quatro jogadores permutam de 4! maneiras distintas nos quatro
lugares do carro. Portanto, para ocupar os restantes quatro lugares do carro temos °C, x °C, x 4!

possibilidades.

Finalmente, as restantes oito pessoas permutam de 8! maneiras distintas nos restantes oito lugares da
carrinha.

Assim, uma expressdo que da o namero de maneiras diferentes de distribuir os catorze elementos pelos

catorze lugares é *A, x °C, x °C, x 4! x 8.

5.
O ndmero de casos possiveis é *C,, que é o nimero de maneiras de escolher cinco alunos entre os

trinta.

Tem-se que 60% sao raparigas, ou seja 0,6 x30=18 sdo raparigas e, portanto, doze sdo rapazes.

Um terco dos rapazes tém 17 anos, ou seja, como %xlz =4, quatro rapazes tém 17 anos e, portanto, 0s
restantes oito rapazes tém 15 ou 16 anos;
Um terco das raparigas tém 15 ou 16 anos, ou seja, como %xlB =6, seis raparigas tém 15 ou 16 anos

e, portanto, as restantes doze raparigas tém 17 anos.

Consequentemente, dezasseis (4+12) alunos tém 17 anos e catorze (8+6) tm 15 ou 16 anos.

Assim, temos de escolher o André e a Beatriz, 0 nimero de maneiras de o fazer ¢ °C, .

Dos dezasseis alunos com 17 anos escolhem-se dois, 0 nimero de maneiras de o fazer é °C,.
Finalmente, dos restantes doze alunos (excluem-se o André e a Beatriz) com 15 ou 16 anos escolhe-se

um, sendo o nimero de maneiras de o fazer 12Cl.

Logo, o niimero de casos favoraveis é °C, x *°C, x *C, = °C, x12 e a probabilidade pedida é:
16C
, x12

wo, <00

Proposta da APM de resolugéo da prova de Matematica A (635) do ensino secundario, 13 de julho de 2021
Pagina3de 9



6.
Tem-se que (v,,) é uma progressio geométrica, logo sabe-se que vg = vs X 3 em que 7 é a razio.
Assim sendo, e atendendo ao enunciado,

108=4x1r3e r3=27 ©r=3

Como vg = vg X 1, obtemos que vg = 12 .
A resposta correta € a opcao: (A)

7.

~ ; ; ~ 1
A subsucessao dos termos de ordem impar ¢ dada pela expressdao 2 + .

83 67
Pretende-se calcular quantos termos de ordem impar verificam a condi¢do vl <u, < 3
Temos:
83< <67(=>83<2+1<67<:>1< <1<:)33< <41
41~ " =33 Gmpan 41 - “TnT33 T 41 n "33 =n=

Conclui-se assim que existem 5 termos de ordem impar da sucessido (u,) pertencentes

] 83 67
ao intervalo |—,—| .
41° 33
8.
Calculemos w:
1T
1 [T 3T (7T 3T . (4T [T
2e'a 2 mT_sm /m_ ST AT T
w = Z—1 = e—m = (—) el(4 28) = 31(28 28) = el(28) = el(7)
Zy 5o 2
2e 28

Um dos outros vértices do poligono pertence ao semieixo real positivo, assim, esse vértice seréa o afixo

do ndmero complexo ei(®.

Ora, como 0s argumentos dos himeros complexos que sdo raizes de indice n de um determinado numero
< . e £ 2T L - .
complexo estdo em progressdo aritmética de razéo —,» ém que n € 0 nimero de vértices do poligono

regular, temos:

2k
Z-0="2E neN, keZ*
7 n
T 2km
;: T@nn’:l‘l-kﬂ@n:l[l-k.

Como keZ™, temos que o menor valor de n é 14, isto é, 0 nimero minimo de vértices do

poligono é 14.

A resposta correta ¢ a opgdo: (B)
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9.

Calculemos w.
_zlxzz_(—3+2i)(1+2i)_—3—6i+2i+4i2_—3—4i—4_—7—4i_
oz 2—i B 2—i Co2—-i 2—i

_(—7—4i)(2+i)_—14—7i—8i—4i2_—14+4—15i_ .y
TTe-De+D) 22 + 12 = 5 - !

wl =%+ (-3)? = V4 +9=VI3. (1)

Vejamos agora o que podemos concluir acerca do argumento do nimero complexo w.
Seja:

B = Arg(w).

Sabemos que B €32Q A tg(B) = :—2 = % .

Como, por um lado, g € 3°Q, istoé, B e]—n, —g[ ,

E, por outro lado, como —3 = Im(w) < —2 = Re(w), temos que 8 > —34—”.

Assim, B € |—— ——[ (2)

De (1) e (2), resulta que a proposigdo |w| = V13 A Arg(w) e]—%’t, —g[ é verdadeira.

10.
10.1.

Uma fungdo f diz-se continua no ponto x = 1 do seu dominio se e s6 se:

lim £C) = lim £(0) = £(1)

Determinemos:
lirgl_f(x) = -121+2In1)=-11+2x0)=-1x1=-1
X—
f(1) =-1
5—-5e*1 0
M= I s —a 0

Aplicando a regra de Ruffini para fazer a decomposicio de x? + 3x — 4 em fatores, vem:

x2+3x—4=(x—1D(x+4)
Ento:

5—5e*71 (e*"1-1)

lim ——= lim ————
*o X%+ 3x — 4 x—>1+(x+4)(x—1)
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Fazendo a mudanca de variavel y = x —1 (x = y + 1). Como, quando x — 1 entdo y — 0, logo:

5 1im — -~ D gy =D

o+ D -1 Tyt (y+5)y

. .oev—1 1
= -5 lim x lim = -5 X1l=-1x1=-1
y-0ty+5  y-ot y 0+5
Limite Notavel
Consequentemente, como )}11{1_ flx) = lir?+ f(x) = f(1) = —1 entdo
— x—

a funcdo f € continua em x = 1.

10.2.
Para x € ]0,1[ tem-se f(x) = —x%(1 + 2Inx).

Derivando f, temos:
2
ff)y=(2xx1+2nx))+ <—x2 X (0 + ;)) = —2x —4x Inx — 2x = —4x — 4x Inx

Determinemos os zeros da derivada:

ffl) =0 —-4x—4xlnx=0 —4x(1+Inx) =0 —4x=0V 1+lnx=0s

1

Sx=0V lnx=—1<:>x=0Vx=e‘1<:>x=E
1
x —
e

1+ Inx ‘ — 0 +

f n 0 -

f ‘ ad M ~Na

) , 1 1
Conclui-se que f ¢ crescente em ]0,;] e decrescente em [;, 1[

=) x(+2m()=() =5

1 1
Tem um maximo igual a R para X = =

11.
. . 3
Pretendemos mostrar que existe pelo menos um ponto no intervalo ]g , 7”[ tal que a reta tangente ao
, ~ . 1 . T 3T P 1
grafico da funcdo nesse ponto tem declive — 5 »ouseja, dc € ]5, 7[ :9°(c) = — -

Comecemos por derivar a fungdo g:

g'(x) = (x cosx + senx)’ = cosx — x senx + cosx = 2 cosx — x sen x
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Segundo o Teorema de Bolzano-Cauchy:

Se f for uma fungdo continua num determinado intervalo [a, b], entdo para qualquer valor d
compreendido entre f(a) e f(b), existe pelo menos um valor ¢ pertencente ao intervalo ]a, b[ tal
que f(c) =d.

Ora g~ € continua em R pois resulta de produtos e de somas de fungdes continuas. Logo g’ é continua

[n 3
em |-, —
2’ 2
’(E)—Zcosz—zsmE—ZXO—zx 1=—2
9\2)~ 2 227 2" T2
,(3n>_2 3m 3m | 3n_2x0 37TX( 1)_371
g'\5)=2cos— —— sin—= > =
T 1 3w
Como, —— < —=< —.
2 2 2
Logo, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy 3¢ € ]g,%n[ :g°(c) =— % .

Concluimos, assim, que existe pelo menos um ponto pertencente ao grafico da fungdo g tal que a reta

. . 1
tangente ao grafico de g nesse ponto tem declive — 7

12.
Determinemos o declive:
h(x) x 3 3 1
X %2 —Inx . X . X .
m= lim — = lim 2=%% — |j;y —— = lim ————— = lim ;
x—+0 X X—+00 X xo+02x3 —xlnx x-o+ow x3 (2 _ ln_x) x>+ _ mx
x2 x2
I 1 1 1 1
= m = = = —
xot0p o L BE 5 lim Ix lim 2X 2-0x0 2
X X X—+o00 X X—+o0o X
limite
notavel
Determinemos a ordenada na origem:
b= lim (h(o) ) . x3 1 i 2x3 —2x3 +xInx
= lim x)—mx)= lim [———— =-x ] = lim =
x—+00 x>+ \2x2 —Inx 2 x—+00 4x2 —2Ilnx
2 (Inx Inx
. xlnx . ¥\ % . x
= lim——= lim ——————~—= lim =

xX—+400 4-x2—2lnx_x—>+oox2(4_2m_zx) x—>+004_2><§xl"7x
x

. Inx
lim — 0
Xx—>+00 X

= = =0
4-2x lim 2x lim 2% 4-2x0x0
X—+o00 X x—+oco0 X

. .. , . l
considerando o limite notavel lim ===0.
x—>+00 X

Conclui-se que o gréfico da fun¢do h tem uma assintota obliqua, quando x — +oo, de equagao

reduziday = %x.
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13.
13.1.
Determinemos a altura do combustivel no depdsito no inicio do vazamento:
2
a(0) =1,8—-(0,216 + 0,0039 x 0)s = 1,44
A altura do combustivel quando este ocupa metade da capacidade do deposito sera metade do didmetro,

) 1,8
ousgja:  —~= 0,9

Assim a diferenga pedida é: 1,44 — 0,9 = 0,54

A resposta correta € a opcao: (B)

13.2.

Uma equagdo que traduz o problema é:
a(t
% = a(2t)

Ou seja:

2
1,8 - (0,216 + 0,0039 x t)3
2

Assim, visualizamos na calculadora, numa janela adequada, os graficos das fungdes:

2
= 1,8 — (0,216 + 0,0078 X t)3

2

1,8—(0,216+0,0039xt)3 2
y1(6) = ( ) e y,(t) =18— (0,216 + 0,0078 x t)3

0,43

Do grafico concluimos que t; = 177,71 min, ou seja,

na forma pedida o valor de t; ¢ 2h e 58 min.

|
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14.

A equacdo In((1 — x)e*~1) = x tem como dominio D = {x € R: (1 — x)e*~! > 0}.
Como e*1>0,tem-seque (1—x)e* 1 >0 1—-x>0,dondex <1.

Assim, D = ]—oo, 1]

Em D,

In((1-x)e* ) =x = (1—x)e* ! =¢* @%ex =e* <=>1_Tx= leox=1—ec.

Como (1 — e) € D, este é 0 Unico numero real que € solucdo da equacgdo dada.

15.
Como A4, B e C sdo pontos de intersegdo dos graficos de f e de g, as suas abcissas sdo solucgdes da
equacdo f(x) = g(x) no dominio dado.
Ora,
ksen(2x) = kcosx < 2k senx cosx —kcosx =0 <= kcosx(2senx —1) = 0.

Como k # 0, tem-se que:
kcosx(2senx—1)=0< cosx =0Vsinx =%.
No dominio dado,

mw 1w . o T, . . i 1
=3 e Py s8o solugdes da equagdo cosx =0 e . é solucdo da equacgéo sinx = 5

Considerando as condicdes sobre as abcissas dos pontos 4, B e C, que —g < g < g e ainda que

f(—g)=k><sen(—7r)=O,f(§)=k><sen(n)=0,f(§)=k><sen(£)=@,

3 2

Temos que:

4 T kV3 T
A(—E,O); B(g,T> e C(E,O)
Como o triangulo [ABC] é retangulo em B, tem-se que AB - BC = 0.

on-a= (5= ()

3’ 2

52 _ _(n = k\/§)_(rr k\/§)
BC=¢C B_(z 6" 2/) \3’ 2)

== 21 k\/§) (n’ k3)_27‘t2 3k? _ 8m?-27k?
ABBC_(’Z 3 2/) 9 4 36
Assim;
87r2—27k2:0<:k2:8_112

36 27

Como k > 0, tem-se que k = /8—”2 = \/En
27 27

FIM
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