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GRUPO1

ComoP(A|B)=m=l,
P(B) 6
temos que:
P(AmB):éxP(B)@P(AmB):éx%@P(AmB):—
Assim,
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=2+~>_ -8, 06 1 _1
5 10 20 20 20 20 20

Resposta correta:

Versao 1: C
Versao 2: D

Dado que X é uma varidvel aleatéria com distribui¢do normal de valor médio 10, entdo
P(X<10)=P(X>10)=05 e P(7<X<10)=P(10<X<13)=0,3
Assim,

P(X>13)=P(X>10)-P(10<X<13)=0,5-03=0,.2

Resposta correta:

Versao 1: B
Versao 2: C
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ae’ " —a a(ex a_l) . a et -1
lim = lim = lim =
x—a X —a x—>a(x—a)(x+a) x—a X+ a X —a

X—a X—a
a ) -1 a ) e -1
= X lim ————= — X lim ——— =
a+a x—a X —a 2a x—a X —a
1 ) A |
= — X lim
2 xX—a X —da
Fazendo a mudanga de varidvel: y = x — a,
Como x —»> a entdo y —> 0
e assim,
1 A | e -1 1 1
— X lim ———=— X lim —= — X1=—
x>a X —a 2 y—=0 y 2 2
limite notdvel
Resposta correta:
Versao 1: B
Versao 2: D
4.
+e' -
Como Ilim f(x) ¢ le
X—>—oo X
entao,
X — 00
lim (f(x)+e——fj=1@ lim (f(x)J + 4 -1e
X—>—oo X X X X— —oo X —o00
o dm [ D)) to 1o
X—>—oo X
= lim fx) -1=1¢
X—>—o0 X
o lim f(x) =1+1¢&
X—>—o0 X
o im [ L)),
X—>—o0 X

Pelo que o declive da assintota obliqua ao grifico de f & igual a 2.

Resposta correta:

Versao 1: D
Versao 2: B
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. ‘- . i PO+ QR _ —=
Tendo em conta de que drea do trapézio [OPQR]e dada por: A [ OPO R] =— X PQ
e que PO=1¢ P_Q:cosa,entﬁo
& =1+ (— sen o ) , pois sen¢ no quarto quadrante é negativo.
Temos entao que:
1+ (1 - sena) 2 — sen« seno cosa
= X cosqt = ———— X COSO = COSOf — ————
2 2 2

Resposta correta:

Versdo 1: D

Versdo 2: C

6.
Considerando que:
z=-3cis@ =3 Xxcism X cisO = 3cis(7r + 9) temos que um argumento z € 7w + 6
3 N 3m Srw

Comorr<9<7,enta07r+7r<7r+9<n+7@27r<7r+0<7,
Pelo que, a imagem geométrica do complexo z pertence ao primeiro quadrante.
Resposta correta:

Versdo 1: A

Versdo 2: D

7.

Como o triangulo [ABC ] ¢ isésceles, entdo ACB = CAB = 75°, pelo que

ABC = 180° — 2 x 75° = 30°.

by
ey

Logo, BA-BC = HE&H X “?CH X cos(ﬁAfC) =2 x 2 x cos( 30") =2 X

Resposta correta:

Versao 1: C
Versao 2: A
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Tem-se que:
kn+3 kA &k
= lim—— = —
2n 2A 2

o lim(v,)= lim(ln((l + %)nﬂ = ln(lim( 1 +% )nJ =In(e') = 1.

Logo, comolim(un) = 1im<vn ), vem que §:1<:>k:2.

e lim(u,)=lim

Resposta correta:

Versao 1: B
Versao 2: A

GRUPO 11

Escrevendo —1 + +/3i na forma trigonométrica temos —1 + J3i= pcisO , onde:
2
cp= 1B = (-1 (B =T =2

e O ¢é um argumento de -1+ J3i com 6e2° quadrante e tgf = I vem

T 2r o .
60=m - 3 = 3 (argumento positivo minimo).

Assim, —1 + \/§i= ZCis(z?n).

Substituindo em Z; , temos:

Z = _Beisb ez = _ Beis® Sz = 4cis(9 - 2—7[)
S ENET : 2cis(2”j : 3

pelo que, % = 4cis(—9 + 2{) e

7, X 7, = 4cis _9+2_7t ><cis(29)=4cis _0+2_7r+29 = 4cis 9+2_7r
L= =2 3 3 3

Para ser um nimero real 6 + 2?”: kﬂ,k€Z<:>9=—?ﬂ+ krw, ke Z
2n
Sek=0,temos€=—?6€]0,7r[

Sek=1,temos9=%e]0,n’[
4r
Sek=2,temos€z?e]0,n’[

T
Logo, 6 = —.
g 3
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2.
2.1.

Seja X : “produto dos nimeros das duas bolas retiradas”
Os produtos podem ser:

Ix1=1 1x2=2 I x4=4 2x2=4 2x4=28

Logo, os produtos possiveis sdo 1, 2, 4 ou 8 (ndo pode ser 16, pois s6 existe uma bola com o

nimero 4).
4
C
P(X=1)= 5> = 1
4 4
C, x °C
P(x=2)= 15— = 4
G, 9
‘e, xc + 4,
P(X=4)= 5 =3
C2
‘o, <o
P(X =8)= =—
9C 9
2
Assim, a tabela de distribui¢cdo da varidvel aleatéria X é:
X; 1 2 4 8
p( X = x, ) 1 4 2 1
6 9 18 9
2.2,
8!
1° processo: = 280
4! x 3!
8! x 4
2° processo: = 280
41 x 4!

3° processo: 8C4 X 4C3 X 1C1 = 280
Logo, de acordo com as condi¢des do enunciado, podem-se obter 280 numeros impares

diferentes.

3.
3.1.

Como a superficie esférica tem centro no ponto A( -1, 1, 1) e ¢ tangente ao plano xOy, o seu
raioé r = dist(A,xOy) =z, = 1.

Assim, uma condi¢do que define a superficie esférica é:

(1) + (=1 +(z=1)* =1
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3.2.
Como a piramide [ABCDV] é quadrangular regular e a sua base [ABCD] ¢é paralela ao plano
xOy, aabcissa e a ordenada do ponto V' s@o iguais a abcissa e ordenada do ponto médio, M , do

segmento de reta [AC ] .

-1-3 1+31+1
Entdo, M , , Jisto &, M(-2,2,1).
2 2 2

Assim, as coordenadas de V sdo da forma V( -2,2, z) ,com z € R.

Como V pertence ao plano BCV as suas coordenadas tém de verificar a equacdo
3y+z-10=0.

Deste modovem: 3 x 2 +z7-10=0 &< z=4

Portanto as coordenadas do ponto V sdo (— 2,2,4 ) .

33.
Determinemos uma equacdo cartesiana do plano « .
Como o plano & € perpendicular a reta AC o vetor AC ¢ um vetor normal ao plano « .
AC=C-A=(-331)-(-1,1,1)=(-2,2,0)
O plano o ¢ definido por uma equacdo da forma —2x + 2y + d = 0
Como o ponto P( 1,-2,-1 ) pertence ao plano « , temos que:
2Xx1+42x%x(-2)+d=0d=2+4od=6
Assim, uma equagdo cartesiana do plano ¢ que passa no ponto P e & perpendicular a reta AC é:
—2x + 2y + 6 =0 equivalentea —x + y + 3 =0.
Seja r areta de intersec¢do dos planos & ¢ BCV .
A reta r é definida pelas equacdes cartesianas:
-x+y+3=0 y=x-3 y=x-3
{ —-z+ 10 & z—-10 & ===

(=24
3y+2z-10=0 L =
y y 3 y="0

7z

A reta r € a reta que passa no ponto de coordenadas (3, 0,10) e tem a direcdo do vetor
r=(1,1,-3).
Portanto uma equacdo vetorial da reta pedida é:

(x,y.2)=(3,0,10) + k(1,1,-3), ke R
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4.
4.1.

Para determinar o maximo e o minimo absolutos da fun¢do /4 no intervalo [0 , 1] é necessario

calcular os extremos relativos de & naquele intervalo.

Comecemos por determinar a expressdo analitica da primeira derivada de h

’
’

W (1) = (20) + (ZL cos(zm)) w1 x sen(2m)) =

T
0+ i (605(271'2‘)), + t, X sen(27‘ct) + 1t X (sen(27rt)), =

% (—2717sen(2m)) + sen(2ﬂ:t) +t X (27TCOS(27”)) -

—sen( 27tt) + sen( 2m) + 2wt X cos(27rt) =

= 2nt X cos( 27rt)

Calculemos os zeros da derivada da fungdo & ,para 0 <t < 1:
W ()=0 < 27t x cos(2mt) =0 & (=0 v cos(2m) =0) &

N (t 0 v 2 = %+kn,keZ)<:>

2= (tzOvt=2k+1,ker
<:t=0\/t:lvt=é
4 4

Estudando a varia¢do do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungdo, vem:

t 0 % 3 .
(1) 0 + 0 - 0 + 21
ni) | o)y | 7 h( %) ~ h( 2) 7w

3 1
Por observacdo da tabela, verificamos que h(O) e h( Z) sdo minimos relativos e que h( Z) e

h( 1) sdo maximos relativos de £ .

Como  h(0)=20+ L 206 ; h(lj = 20,25; h(é) =19,25 e
2r 4 4

h( 1) =20 + 1 = 20,16 , podemos afirmar que os extremos absolutos de /# sdo:

1 3
M = h( Zj =20,25 e m = h( Z) = 19,25, respetivamente mdximo e minimo absolutos de
h.
Assim, A= M — m =20,25-19,25 =1
De onde se conclui que, a amplitude A da oscilagdo do tabuleiro da ponte, no intervalo [0 ,1 ] , €

de 1 metro.
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4.2.

Na figura estdo representados, de acordo com o enunciado, o grifico da funcdo h e a reta de
equagdo y = 19,5, obtidos na janela de visualizagdo [0 , 1] X [19 ,21 ] , bem como os pontos A

e B, de interse¢do dos dois graficos.

y
f
21 ......................................................................................................
h
[
A
19,5 T~
i
L T — :;
I
|
8 E
0,606} -
0 a t

O conjunto solucdo da condicéo h( t) < 19,5 é um intervalo da forma ] a,b [ emque a e b

sdo as abcissas dos pontos A e B, respetivamente.

N

Recorrendo a calculadora gréfica, obtém-se para @ e b os valores aproximados as milésimas:
a = 0,606 eb =0,877.
Assim, o valor arredondado as centésimasde b — a é 0,27 .

No contexto da situacdo descrita, podemos concluir que no primeiro minuto, a distdncia de um

ponto P do tabuleiro a um ponto fixo do vale, foi inferior a 19,5 metros durante cerca de 0,27

minutos.

5.1.

Sabemos que p corresponde ao valor da derivada da fun¢do f no ponto de abcissa —1. Assim,

p = tim I gy ot (1) o (c) 1) = o =

x—>-1 x+1 e
1 1
Logo, g = —=-7="¢.
-pP =
e

Como ¢ ¢ igual ao simétrico do inverso de p (declive da reta tangente ao gréifico de f no ponto
de abcissa x = —1), entdo podemos afirmar que ¢ € igual ao declive de uma reta perpendicular a

reta tangente ao grifico de f no ponto de abcissa x = —1.
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5.2.

Para estudar o sentido das concavidades e a existéncia de pontos de inflexdo do gréfico de f,

determinemos a expressao analitica da segunda derivada de f .

f7(x) = (ex X (x2 +x + 1)), = (e"),x (x2 +x+ 1),=

Phx 1)+ efx (20 +1) =

=e' X (x
= exx(x2 +3x+2)
Calculemos os zeros da segunda derivada de f :

Fx)=0eex(x?+3r+2)=06 ¢ =0 vi’+3x+2=0o
%f_/
equagdo impossivel
ex?+3x+2=0x=-2vr=-1
Assim, estudando a variagdo de sinal da segunda derivada e relacionando com o sentido das

concavidades do grafico de f ,temos:

x —oo -2 -1 +o0
&~ + + + + +
x2 +3x+2 + 0 - 0 +
f7(x) + 0 - 0 +
f(x) U P.1 A P.1 U

Podemos entdo concluir que o grifico da funcdo f tem:
e a concavidade voltada para baixo no intervalo ] -2,-1 [ ;
e a concavidade voltada para cima em ]— o, =2 [ eem ]—1 , + oo[ ;

o dois pontos de inflexdo de abcissas —2 e —1.
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Como f ¢é uma fun¢do continua em ]—oo , —1[ e em ]1 , +o<>[ (porque resulta de operacgdes
entre funcdes continuas neste dominio), entdo as retas de equacdo x = —1 e x = 1 sdo as tnicas

retas verticais que podem ser assintotas do grafico de f .
Para averiguar se as reta de equacdo x = —1 e x = 1 sdo assintotas do grifico de f , calcule-se:

lim f(x)e lim_f(x):
-1” x> 17

X —

. . -1 -1 -1 -2
* Jim_f(x) = xkn_ﬁ-[l“(ﬁ ; JJ - l(ﬁj - ln[o_) = (o) = +e

e lim f(x)= tim || 221 om[ =1 o[ & =n(07) = —.
r o1t 1t x +1 " +1 2

Assim, como ambos os limites sdo infinitos, podemos concluir que as duas retas de equacdo

x =—1 e x =1 sdo assintotas verticais do grafico de f e que ndo existe qualquer outra

assintota vertical.

6.2.
Calculando o declive da reta que contém os pontos de abcissas —a € a , temos:
a-—-1
1 a+1
a-1 —a -1 i
In - Inf — e
_f(a)—f(—a)_ [a+1] (—a+1j 3 —a+1l)
"= a—(—a) B a+a B 2a -
2
wfla=Darn) fle=DEa-1)) ) ffe 1)
~ (@a+1)(-a-1)) (a +1)(=(a + 1)) ~ —(a +1)
B 2a B 2a B 2a B
{ 2
a—
In a-—-1 a-—-1
AEET] s ey
B 2a - 2a B a

a-—1 o
1 J] , substituindo as coordenadas e o
a +

Como a reta contém o ponto de coordenadas ( a, 1n(

declive na equagdo y = mx + b, podemos determinar o valor da ordenada na origem:

a—1
ln(+1) . .
1n(“_1j= a ><a+b(:>ln(a_ J:In(a; J+b<:>

a+1 a a+1

S b=

Como a ordenada na origem € zero, podemos concluir que a reta passa na origem do referencial.

FIM
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