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NOTA INTRODUTORIA

Artigos curtos. Ideias matemdticas importantes na geometria. Ideias importantes para
o ensino e aprendizagem da geometria. Discussdo. Episodios de sala de aula. Escrita em
parceria. Estas sdo caracteristicas-chave de uma secc¢io que celebra 10 anos de vida na
Educacdo e Matematica.

Assim comecava o artigo Permanéncias, Caderno de Apontamentos de Geometria. Um
caderno com muitas pdginas por escrever, publicado na Educacdo e Matematica n.° 165,
do terceiro trimestre de 2022, que procurava celebrar esta sec¢do da revista.

Para assinalar estas Permanéncias, a equipa editorial da EM convidou Cristina Loureiro,
coordenadora da seccdo, a fazer uma retrospetiva sobre uma década do Caderno, bem
como os coautores de artigos do Caderno e leitores, a um olhar envolvido sobre esta
seccdo da revista.

O voltar a folhear o Caderno de Apontamentos ofereceu a Cristina Loureiro o desafio de
uma nova organizagdo. Surgiram categorias que separam os apontamentos por contextos
de escrita. Uma organizacdo que destaca ideias de geometria poderosas, que a equipa
editorial prop6s publicar. Cristina Loureiro aceitou. A Direcdo da APM apoiou. Mdrio Baia,
o editor grafico, concretizou. O Caderno ganha agora a forma de uma publicacéo, com o
nome Apontamentos de Geometria, disponivel no site da APM. Uma nova encadernacao
que permite ter a mao todos os Apontamentos. Contamos que seja ttil aos professores.

Equipa editorial da EM
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APRESENTAGCAO

Os 52 artigos publicados na secao Caderno de Apontamentos de Geometria, entre o n.° 108
de 2010 e n.° 166 de 2022, constituem agora esta publicagdo. A iniciativa desta edi¢do cabe a
Equipa editorial da Educagdo e Matematica e vem permitir a possibilidade de revisitar estes
textos, organizados agora pela responsavel da sec¢do em cinco tematicas:

Geometria nos Primeiros Anos

Arte e Matematica (MARTE 1618)

Aproximacdes a utilizacao do GeoGebra nos 1.° e 2.° ciclos

Geometria na Licenciatura em Educacao Basica

Resolucao de Problemas

Esta organizacdo, que decorre de um olhar mais estruturado sobre os textos, foi regulada pelos
projetos de trabalho a que a secgdo foi sendo ligada e proporciona agora aos leitores uma leitura
focada dos artigos publicados. A esta organizacio foi associado um Indice remissivo que permite
uma outra entrada nos textos a partir de um conjunto de treze ideias-chave, apresentadas por
ordem alfabética:

Avaliagdo

Classificagdo

Dissecoes geométricas

Estruturagdo espacial

Estruturagdo geométrica

Estruturagdo logico formal

Geometria dindmica

Interdisciplinaridade Artes Visuais e Matemdtica

Ligacoes 3D-2D

Pensamento computacional

Raciocinio geométrico

Transformagoes geométricas

Visualizagdo
E importante destacar que estas ideias-chave, de natureza muito diversa, correspondem a

problemadticas relevantes, abordadas ao longo dos textos, mas que ndo tém nenhum carater
exaustivo sobre o complexo panorama da aprendizagem da geometria. Estas ideia-chave
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correspondem as perspetivas significativas inerentes aos projetos que tém alimentado os textos
publicados.

Ora, sendo este Apontamentos de Geometria constituido por textos curtos sobre ideias
matematicas importantes na geometria ou no ensino e aprendizagem da geometria, sem qualquer
propésito de contemplar todos os temas ou capacidades de raciocinio geométrico, esta reedicdo
dos textos veio agora proporcionar introduzir duas estruturas organizativas uteis: os cinco
temas e as treze ideias chave do indice remissivo. Porém, veio também evidenciar o interesse
por aprofundar as ideias chave selecionadas e por melhorar a natureza aparentemente cadtica
da secgdo. Desejamos por isso que continue a ser encarado como um Caderno de apontamentos
sempre em construgao.

A publicacdo de textos vai continuar com o refor¢co que tem tido recentemente a escrita de
textos em parceria com os professores que vivenciam as experiéncias de sala de aula que fazem
frutificar as ideias geométricas exploradas nos apontamentos. E isto por que a geometria é
mesmo uma area privilegiada da matematica, com muito ja escrito e tanto ainda por escrever.
Contamos por isso que a utilidade reconhecida nestes textos seja ainda mais significativa para
os leitores da Educacido e Matematica.

Em jeito de fecho, um especial agradecimento a Equipa editorial da Educacdo e Matematica
e ao seu Editor grafico pelo enorme carinho que manifestam sempre por esta seccdo e como
reconhecimento por todos os contributos ao processo de desenvolvimento dos textos e da
propria seccao.

Julho 2023
Cristina Loureiro
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Impossibilidades, uma poderosa possibilidade matematica 1)

Cristina Loureiro

No seu livro «Cartas a uma jovem matematica», lan Stewart
faz o elogio da impossibilidade em Matemdtica. Afirma que
«a matemdtica goza de um privilégio que nenhuma outra
forma de vida tem. Na matemdtica, podemos demonstrar
que algo é impossivel.» Acrescenta ainda que «uma de-
monstragio matemitica de impossibilidade é uma garantia
virtualmente inquebravel» (p. 93). Sabemos como esta fas-
cinante possibilidade faz parte da matemdtica, mas muitas
vezes esquecemo-nos de que, por isso mesmo, ela deve estar
presente na construgio do raciocinio matemdtico na esco-
la. Nos dltimos anos confrontei-me com algumas impossibi-
lidades matemdticas no ensino bdsico que me interessaram
duplamente. Por um lado foi a necessidade de demonstrar
a impossibilidade. Por outro o fascinio que elas produzem
nos alunos.

Construir um guadrilatero com 3 dngulos rectos

A tarefa proposta aos alunos foi: Num geoplano de 5 por 5,
construir quadrildteros com pelo menos um angulo recto. Pintar
a vermelho os dngulos rectos, a verde os agudos e a amarelo os
obtusos.

Ao organizar os exemplares descobertos em classes se-
gundo o nidmero de angulos rectos, rapidamente reconhe-
cemos que falta um quadrildtero com 3 4ngulos rectos. Nin-

GEOMETRIA NOS PRIMEIROS ANOS

guém consegue construir um quadrildtero assim. Serd mesmo
impossivel?

A demonstragio de que este quadrildtero ndo pode exis-
tir, na geometria euclidiana, tem por base a ideia de que ao
tentar obter o terceiro Angulo recto necessariamente o quar-
to Angulo também tem que ser recto (fig 1). Uma verifica-
¢do manual pode ser feita com recurso a um geoplano como
ilustra a figura 2.

Construir um quadrildtero 5o com 2 @ngulos rectos opostos

O que é também interessante quando nos familiarizamos
com a existéncia da impossibilidade é que ficamos mais sen-
sfveis a esta hipStese e somos tentados a recorrer a ela fre-
quentemente. Por exemplo, tenho notado que muitos pro-
fessores pensam que é impossivel construir um quadrildtero
s6 com 2 angulos rectos opostos. Nao s6 ndo é impossivel,
fig. 3, como estes quadrildteros tém um papel muito impor-
tante na geometria.

Nos exemplos apresentados na fig. 3, ha dois exemplares
congruentes e um que estd incorrecto. Nao ¢ dificil confir-
mar, mas para isso € necessario ter alguma destreza em iden-
tificar angulos rectos quando os seus lados ndo coincidem
com a malha quadriculada do geoplano.

Loureiro, C. (2010). Impossibilidades, uma poderosa possibilidade matemdtica (1). Educagéo e Matemdtica, 108, 32-33.
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Figura 1

GEOMETRIA NOS PRIMEIROS ANOS

Figura 2

Figura 3

Procurar um exemplo de existéncia é um tipo de ac¢iio
fundamental no raciocinio geométrico. Assim como é pré-
prio da geometria, no caso de ndo se obter nenhum exem-
plo, procurar uma explicacio para essa inexisténcia. O ra-
ciocinio geométrico consolida-se a partir das relagdes que se
vio estabelecendo na procura de objectos geométricos com
determinadas condi¢des. A geometria elementar pode ser
fértil neste tipo de situagdes desde que se tenha o cuidado
de criar condicdes para isso.

Nota

Este artigo é o primeiro de uma série de textos curtos sobre
ideias matemdticas importantes. Cada artigo serd a discus-
sdo de uma ideia com base numa experiéncia ou num episé-
dio de sala de aula.

Refer@ncias Bibliograficas
Stewart, Ian.,( 2006). Cartas a uma jovem matemdtica. Lisboa: Re-
l6gio &’ Agua.

Loureiro, C. (2010). Impossibilidades, uma poderosa possibilidade matemdtica (1). Educagcéo e Matemdtica, 108, 32-33.
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GEOMETRIA NOS PRIMEIROS ANOS

Possibilidades, muito mais do que descobrir
um exemplo!!

CRISTINA LOUREIRO

No texto anterior foi aflorada a ideia de construir
um quadrildtero s6 com 2 angulos rectos opostos.

T
(1;2) 1) Este tipo de desafio inscreve-se no raciocinio ma-
o ~— temdtico de descoberta de um exemplo. Uma acti-
vidade desta natureza nio termina com a satisfacio
o pela descoberta de um exemplar. E necessério que
seja natural a atitude de ir & procura de mais exem-
° plos e de querer compreender por que razio mate-
° Ix2=2xI mética sa?}o eles possiveif. E assim qu§ se poderdo
obter mais, todos se o nimero de possibilidades for
finito, tantos quantos se queiram, no caso de exis-
tirem em ndmero infinito. Deste modo, descobrir
/\ um exemplo serd sempre ampliar o conhecimento

(1) (22 matematico.

Os quadrildteros apresentados no texto referido
sdo exemplos de quadrildteros apenas com 2 4ngu-
los rectos opostos. Foi deixado ao leitor a tarefa de
garantir se os Angulos em causa eram ou ndo rectos.
Haverd uma técnica rapida para ter a certeza se um
angulo, na estrutura quadriculada do geoplano, é ou
ndo recto!

Se os produtos cruzados dos pares das diferencas
entre pontos (ver as figuras), tomadas pela mesma
ordem, sdo iguais, o Angulo é recto. Se os produtos
42) (1;2) sdo diferentes, o Angulo nfo é recto. Esta técnica s6
deve ser aplicada a 4ngulos que a vista desarmada
parecem rectos Ou quase rectos.

Com esta técnica € muito facil descobrir mais
exemplos de quadrildteros s6 com 2 angulos rectos
| opostos em qualquer rede ponteada quadriculada,
2, 4x1=2x2 isto &, numa rede que tem subjacente uma estrutura

X X ortogonal isométrica. Fica por provar que esta téc-
nica é vélida e porque é que ela funciona.

Descobrir um exemplo é um dos tépicos do ra-
ciocinio matematico no novo Programa de Mate-
43) (I; 1) mdtica para o Ensino Bésico.

o o o o o | x2=1x2

)

(

Q----0----0----0---;

)

Nofa

! Este artigo € o segundo de uma série de textos cur-
tos sobre ideias matemdticas importantes. Cada ar-
tigo serd a discussdo de uma ideia com base numa
experiéncia ou num episédio de sala de aula.

4x|#3xl

Cristina Loureiro
ESE de Lishoa

Loureiro, C. (2010). Possibilidades, muito mais do que descobrir um exemplo. Educacdo e Matemdtica, 109 24.
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Descobrir um exemplo gera oportunidades

diversas de raciocinio™

Cristing Lovureiro

sEm menos de deis minuros, & capse de desenhar um quadn-
I4tero qoe tenha dots Sngalos reckos e nenbum par de Indos
paralelos?s { Discmll, e @, ), Os awtores do artigo em referéneia
aprescnEm s reschigies diferentes. Mumm delas, a pesoa que
restlven a questio armn gue COMEQoU Por pensar jue ok dols
Angulos nke poderiam sor adjacentes pois isso origineve dols
ladios p.u.m]:lm, concluindo assim quE 0k ﬂj..gul.,: elis deve-
plarm sep Opodtid o qui os sutnos dods Gngulos deveriom scmar
i%a™ Lhna upunﬂu. pe=on pensou num rrifingedo cectfinenlo
que reflectin seginds o hipoenuss, ohtendo um exemplar
do guadrilirers pedide (fgirs 1), A ferceira pessoa, penso
rurn circula dividido per um Sidmerro, consides um panin
A num dos semi-cireulos ¢ um ponm B oo outro, ligo cada
um destes ponros com 0% extremos do diimerro & obteve uma
sobuctio, compreendende assim que oboerda um ndmers nfinin
de solughes movendo o pontes A e B sobre o8 semi-ciroulios,
sentddo que tockos estes quadriliteros tinham uma disgonal rigida
comum [Higars 2]

Este desaho squi discutido & uma outra versiio da proposio,
explorada ma nota anrerior (Revista 1og), © que eraa de cons-
ol b a estrutuns ponissda do geoplana um quadnliterm s
com 2 Angulos rectos opostos. 560 cias discussties com ogien-
rapfies diferenies Este centmese pa diseussdio da diversidade Je
sEtigiee de um ;:u'nl:'-hn'n- = das drﬁucﬂ.u.l rm-:dq,rp_'rt- g..—rud"-.
A outra, orfentouse par o cstuds das conexdes presentes no
macineinics geomAtTico, ViSO gquE PECOMMEd & :nnﬁpﬁﬂ]{-nﬁaﬁ
ruméricas proporcionadas pela estrutura ortoncemods do
greiplana

Pasa conrinuar estn discussio, dewo dols noves desshes de
descoberra de 1.':|:EI1!|'.|||.H-.. pgrasie sobme wmi estruiura circu lar
representada por um geeplano circular (fgurz 3} (1) consone-
o0 de quadrilterns com 2 dngules rectos @ sem nenhum par de

o o2 a o @g
':IC. 'DCI -EJD DI:I
o ] & o
o P & o
0 o ] L] o v
o O =] o
o [N ] 0 &
] o
8 Zoeno¥ g “agpo®
Figurad

Figura

Figura &

laclos parab:lm; 12:| COnEEnICH e ql.ndri.hir-en;r;,n;.::qn GIEL T de
Indos paralelos

Clomn reflexdo final deixo a ideda de que fazer variar a estru-
turs sobre 3 qual se formubs um problema ajuda-no: a entender
o porencial da esturura fisicn de supore o moioelnio geo-
meétrica, B por isso que numca € demais frisar que os materiais
manipuldvets no ensing da Maremdrica sio um meio & ndo om
fion A sua escolla deve ser bastimee crirerioss pois dela depen-
dem o raciocindes que sero desenvolvidos. Yoliando 80 o
dn discussiio desee OITIGDY, 85 (TS Pessons QueE IPTEseniarim mes
raciocinibos toralmenne diferentes conceberam o quadrilitens
pedilo comi base en conhectmentos geomdiricos distintos e
extarETE por suportes visusis rtalmente diferentes pars encon-
prar um exemplo do quadrilivern pedido, no enfanm, odus
rciccinaram vissalmente

Hota
[2] Esve AT COnTinn B sl de textos curies sobre ideins msmms-
ticas imporantes indciads e eysm 0. ol

Referéncias Bibliograficas

Ciriscol], b, B, M., Deanes, B W o Mikala, | (a0ou), Fostering
Geommuric Thimking i the Middle Grades. In Tlmdl.-!.' W Cralne
¢ Robenstien Bhera (Eds ). Undessramding Gaemery for 0 Charging
World. 7och NUTM Yeatbouks 155-170. Beston: NOTM.

Crizkies Loureirn
EEE o Liskn

Loureiro, C. (2011). Descobrir um exemplo gera oportunidades diversas de raciocinio. Educagdo e Matematica, 112, 10.
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Angulos rectos e paralelismo

CRISTINA LOUREIRO

L & cquee posclenmos contimosar rapldamente se duas rectas s
ou1 ndin paralelas?

Crgralmente ndoe dames inportiincin neshuma a s ques-
ti. Talvez porque a achemos dbrin e corsideremos que im0 «se
v a alho nus, Serad!

Mo foppogradion [ fgeny 1) eabio seis dos quadriliterns desenha
dos muma actividsde realizada mumsz safa de auls do 27 ano
Cada dlune, individialinenie, constrmia wirios L||.|:|:§|-.|:i.1ur\-..~:-
ST Gl | |I'||I.J de I|||_'||.|I!'I|, 1 .'|I|;_-;.\_I'!|r\-|. [ECT08 |.|:_|'. h]_"_ll_l.l_ll;. |"'I,”|,
dvpascs (A, O exemplos construidos foram exposios e, @m
.‘Il:-\.l. TE Ty I.'a.lil'l.'.rll..-\.. OrEaml P50 M CATeRorips q.ll_' |I|_Jlr|_|l_l L
critérics propostos pelos alunes, Unedos crivérios foi stender oo
niimens de :-i.n_l,:llll.::- rectioe dos |.|||:'|.Zi|'||:il'l.:|.lu-i. Mdn FescErin itk
representados elementos da classe dos quadrilateros que em 2
ingules recios, mos no lado esquerdo vemos deds quadrildreros
que moes chamanm a atengBo, Eaio oreados 3 ngulos rectos
mas @s rectus nio parecem bem paralelzs: E de facts ndo sfo
porque housve am erso ma mancecio

Mas dhae Rpuras, 2 e 3, néde hd nenham par de recos pamle-

recta, também for perpendicular & mem, entio as duas eciEs
slto paralelss (hgura 4). Esn & wma relagSo propria da geometsa
ewclidizamn

Talves alguns de nds ginda == lembrem que este & o fun-
damento marendrien d construcio de récrss poralelas com o
TECURSD { TEgUE © |'.-..'||,|:|._'|r|- (heura 3). Tenho vindo a concluir
que esr@ relacko enome parslelizmo e perpendiculardade & mui-
tas vezes gdesrnnhecsda, bem como a comstmLEs de paralelas
com égua ¢ esquadio. Meste caso fol um erso dos alumes gue
nod Jeveu @ penss numa relecilo bastante esquecids & muio
pouco wlilizsds par verlssar o paralelismeoe de forma divecis €
simples recorrendo a Sngulos e, por sso, 3 perpendicularidnde.

E |_l|.'\-::|,'l|':|l'||'I COMTLG) [PerEs) vefthoarn s fecoarte i :'|||:_:|_|:_“
Tectos, s dois segmentos 830 ou niko paralelos?

Kota
I Bare amrign comtiua a série de st coreos sobre ideins maremiticss

Imgrorsnces, inlciads na evsta n” 1ol

Ins, Por s, nfo pode hiaver dists inpulos recoos conseculivos, Crsbia Lnwern
comad formm assinalados pebos alunos. Sabemos que s 0 perpen: ESE e Lt
dicular a uma de 2 recras, rragada por um ponia geibjoer dessa 7
ST _/ J,.—"’f;
F_J_ﬂ-’f
o
Figura 3 Figurad Figura 5 | |
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Quadrilateros, para gue vos guero?

Cristina Louredro

4 quadribirers sio os meis poligonos prefendios. Solte eles
i puosaivel crear uma malrepficidsde de smscnes proldemancas
smples gue deservalvem o rackncmio pesmeoncs, Comotenho
vimilo o discotic nesta secgiv, proomar um exemplo, mosirar
urma impessibilidade, juscificnr uma redacie, pedem constinae
b exmples de raciocines promdinions moos e acesivies om
niveis elementures. Todas s situngtes j duscotidas tinham por
besie il Areroe.

Lim outro sspecto impartante € o estabeleciments de limita-
pies Neste caso, o geoplano € um ingrumesnta tit parn lmitar
o plano, A Fazer limacsgtes, criaimos ms mundis mas simphes
onde ze pode calocar um owtra fipe de dessho, descobrr nxlos
o e los

Oescohrir todos os guadrilaterns diferentes gue & possivel
construir num geoplano 3 par 3

Pesre problema, & mpomanie descobair toslos os caso o &
igualmente importante ter o certema de que nio Boou nenhum
pot descobeie, B muino interessanite chesorvir as stratipias pos-
somis e obtengio dos winios exemplos. Come @ que cada um
vak organizando oz virios sxemplos pane ter a certem de gquee
dhescodbaiu todios? Arencio s repetiotes, porjue v apareet
pluns quedriliteros congraentes, em posicies diferentes, que
i vl ser el idennfcas.

A learacio do geoplano a 3 poe 3 & iy boa restrglo, O
problemn hon sefcientemente desahante ¢ a garantia de que
todos foram descobertos £ acessivel. Se possarmos 4 um geo-
plano de & por g, 0 namero de hipdteses dispam ¢ worna-se
impriticdavel & Jemonsmmeae de gue fram decoberras s as
pessibalidades.

A progor este tipo de tares numn aila & preciso dag acs
alugyos wima ol e regero. Cuinies geoplanes apresentar 1A
filha de mabalbo? E sempre umas boa estrarégia diddctica nao
dar o pimens exacto de peras quee viio ser necessireas, dei-
wardo uma folga para os eeperides que acabam sempre porrer
o apmarecer, Meste coso, 20 o 24 weoplaes sio bons simenos
Jrara -i:I'III:h.'iLT (RS | II'I.I'III- 5 e &1 'Et;li I.I.L' Es ﬁl.'ilm [ EE Sy D] lil:' l"’l"ﬂ'l
tamank

Este problema tem mais um aspecto interesante. Depois
cher tohins os quusdribitens descobernas vale a pena obeervd-los ¢
coméear 8 fzer peaamime soboe is carscreristicas dos guadeali-
tegos ohitidos

Jodmston- Wilder o Masoa (p, ) apresencan este problesma
prars i gevplano de g ponros; e icluean a procora de mdingu-
los & whenbifcaghe dos ingudos que & posivel abter com estas
I'il.'ll:il.i.ﬂl'l."hh. Solee et tigeda, oo durores e ai -1 o Garic e
e comstnigAn de objecros com determinadas comligties e gue i
chistimgise dha sonples andlise de ahsuimin coisn prevanmenne dada,
Estes autores tnmbim evidenciam o potencial de uma torefa
COMce S5ka Pra & crngko de uima noEscEo poipre, on e, uma
experifncin de invencio matemitica. Bste aspectn & inderes-
samte parm o8 varics Engulos diferences gue se podem obter neste
geaplano,

Apesar de ter encontrado ests tarefa no liveo em referéncia,
[ it tesnpss o conihecia ete dessfio. Ele foi-me apresen-
ks pelo pren colega e amigo fose Tommeds Goames. Mo sed omde
el o descobriu ou #té s foi cle que o inventow, mas dieto xqm
et peferdncm oo homenapem & sei espdnto matemdToo ¢
A sets gostin por resalver ¢ discutr problemas.

Referincias Biblingraficas
|l\.||‘u|.1-|:|.|l|.| Silder, S o« "-1:|.H‘|I. |l\.||'|£| I.El.E-l [ it " ]]rll-dl'l.li'wla{
Thirdeni in Ciermerry. Lonaddone The Otpem LUinivemicy

Cristira Loerzin
L ]
L ] »
L] L]

Loureiro, C. (2011). Quadrildteros, para que vos quero. Educagdo e Matemdtica, 114, 43.
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Classificar [l]

Cristina Loureirg

Cleando se pensaemy tarefas de peometria & impostante. ter
. coinra g a2 pare da geometi o el com tpos de
problema diderences que exspemn raciocinios mmbéom diferentes
Lima ideia interessante € procumr identibcar e carebenzar os
tipos de Fackocime gue 3o pripanos da geomerna, Ao fazé-lo
estanes a conheceT o gue & o racincing peometrico, o seja,
CONTR A RIS ©In Roometria. Nestas notas tem sido ilusizado o
quie pode ser uma impossibalidade, descobeir wn exemple, des
wobir feados o exemiplo. Ma alrima e Edecsiee Maemdice
w114} foi apresentsda wnz sitnaghio emogue erame pedidos
todas ca exemplos. Descobrr todes 2 ter o certeza de qrie ndo
hih s m-nl'mru i n.|1r1-|rr:.r-.- de contar [YERT e TR b
também permita confar quanecs sio. Caando se descobriram
fischies poscle sier inmetessanr e Conri-los, s o 0 @ e
I vlhar pars eles, ver as ses caracteritics. e orgsnizi-los &
priprio da peometria,

B c D

GEOMETRIA NOS PRIMEIROS ANOS

O v quaknilitercs dderentes que se podem constmiir num
peiplane de g por y [hr 1) s%o ko Bveeivels par peisar
em diferenies onganizghes por classes, w0 &, em dderentes
critéries de closabongio.

E:muhsﬁr classificactes com criteérios diferentes
Mrimero de fingulies rectos, 4 classs — & Anpulos rectos; 2
Jgual s receos; 8 Angule secros 2eso Angulos recnes,

o Miimer de pores de lidos paralelos, 5 cleses — 2 pares de
]u'IJ'“:I l"i.l.l'.1|:|."|!.!ﬁ-|. 1 ]:"-:Ir IJI: [u'IIL:L'I FIil.'l'uI]L'Illbl = I.H.IJI.H ||.l.|'i|JL"
]I:l:l (R i P ] j'\Jr-L'h d!." l‘-n.k.h pﬂmlutm.

s Mmoo de [ i i R S T TH A e loesos B s de
lndes ipunis; @ par de lodios immis; sem lsdos iguais oo zem
prires i lados parmbelos.

o Convexidale, 2 classes — Convexos: Ml convexos o
LN

o Mimero de esos de amerna, g chsses — 4 e Je sime-
tmim; 2 eixos de simetria 1 et de simetma; oo cixos Je
simetria,

Chiardo se trabalba com classes, um bom apels a0 meiocinio &
predin mans um exemphar diferene pasa cada classe, Coms neste
cip i tenss Bodvs oe exemiples osganizados, poslemos i
o deservolvimennie destas classes parm um geogsline de 5 por 5,
Fica aqui uma porin aberta porm decidic o quee =80 exemplios
dferenne [ A s Igiio O s o desenhasdo o quw.itlhrl:ll.:
vt exignt algumas arencie ¢ obrigar o uins arcihse vissad gue b
vezes ndis & simples.

Chares ddeed de desenvolvimentn & segerd novas clasaties.
oies, Meste cose deveremos apomitar pam cuadrilateros do peo-
planix die 5 poe 5. Poderiio surgin como noves crténos; nimens
de lados quuais; compruiéneia das diagonas.

Para classificar ohjectos geométricos nike & preciss de ter
foade, s siem Der represeniantes de todas as classes possives:
Ser capaz de peconhecer todas as classes pissivels rambsm é
CACIOCITHHY BeEOmEtTD,

Mesra ducissfio as classes fogram senspre considersdas
coumr seporadas, ndo sendo abordade a W de dessiticagae
inilislva

Crislina Laireirn

L du uslizs

Loureiro, C. (2011). Classificar (l). Educagcdo e Matemdtica, 115, 46.
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A eouipa d& mdzcan da Educopio £ Mytemitior decidiv passar & corssderss ESLEs pEQUBNNS Brivgos

COima UiTa 5PCCAD permanente. convidando-me 3 dar vm nome 3 esss sRal. Inicaimente. Bes foram
prapostos com 0 proposito de ir apresentando, concisamente numa pdging, |deles didatices pars o

ermann da genenatriz sementar A comgilacdo dos artigos &0 fango do tempo aranorrinnars uma olepdo
slargada de ieias g uma perspetiva fundamentaca do qua poderdn ser arientacles pass o ensina da
peametria Pela natuseza do conteddo dos srtigas 2 pala forma como vao apererendn. semume seqednsa
|6Qica B=Bm uma organizacan subjacente. parece -me que tinha sentado designes psts sPCCE0 por
fadermo e Aposwiomentos de Geametnn £ BS5E 0 NOME [UE passard & ter & partic de agere M redacdo da
redistE agradern 0 apreca pein med treaalho 88 mnfianca pare continuar & resnoondes A este desafin fios
prafessores que me 8T fRito chepar comanténios g sugesbies agradeco o ncentivo

Estruturacao espacial (1]

Vs papeialistas e erming da geormstla afirmsm gue =toda a
Jeametria 2, 2m essfacia, g mangira de estrutur s o espago e
tle estidar g5 ConsemuinCas dewa pstruturag o [Ballisla er o]
catruturer espacialmente um phjeto delerming 8 Sua naluraza
ou forma pels Hennfitalda das suas compansntes espacias,
el Cambnacdn e componentes em romposicies ssoadiss
2 pefo pstabelecimento de inter relaches eotre as componertes
2 05 Compostos Por exemplo. um gesplang € um irstrumaeio
de pstruturacda espacial através de uma malha guadriculada
de linhes perperdicuiares, uma estrutura ortogonal isormetrica
An utd iz~ 1o para representar retangulos estamos a estrutures
engadaimanie o retdngeto. 5 os fados do rekdsgulo coircidem
cam s limhas da mafha quadriculads a estruturacio @ imediata
Se o retdnguin esta numa posicds inclinada. a sus estruturardo
exipz gutre ipo de recursa. Meste caso. 0 destague dos dngulas
retos. comp Componentes fa retdngulo, pode ser urma mangira de
astruturar esta figura e idenfifici- la em qualguer posicén

Este aponkamentn mostra-nos 8 necessidade de divarsifcar
a5 atividades de agrendizagem para que a estruturacio das
fiquras seja 0 mais completa possivel, atendendo a5 suas varas
companenies @45 relacfies ertre elas Mostrs-nos lembkEma
necessidats de escother Critevinsmamente os suportes materiais
quavip ssudar 5 construir essa estruturagaa. Par exempia.

Loureiro, C. (2012). Estruturacdo espacial (). Educagdo e Matematica, 116, 12-13.
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& estrulurasan do gusdrado deve p2imitir que ele s senda

Irabalhedo de medos-diterentes:

{al cam o5 Y Enlules retos & o8 ados todos iguals fum ratEangulo
gl

(| Dam s lacs iados IguEals eosY angulis telds furm lo=ango
gl

‘e varm &3 diggarais iguals, perpanditulares @ gue s bszet@am,

| pam Y verlice: equadistentes de wn gonto & as diagoiais iguals
Juese bsteriam oy comn Y verbices que 3o ponlos de b
cecunleréntie g é= diagonas sio digmet-as

&) paim Y ermos de shmelnia

if

A faxer gsled afirmagies esiou & geasar S8 pars fade ume delas,
laila dizer alguma coets au == ha algumea coZa & meis Ao perear
assn, sau imedetamente ievads & tenisr descobrir exermalos de
quadreidterps gue verifiguem uma parte da efirmacio e guws ndo
werileguern b oulra & 550 da pestas pera organiar tarelas smples
4 propa’ 80% aurdas

Jpscobnr, A qeoplond de 5 aov 5 [Hoas £F Quodrians
mfererdes pedsines die constrivr. B dpsenbre dipoes faoog
0% relamguias yferamios, Sio duad abividedes am saguinch
JuE Wi ajular b vt um guadrado comp um guadnliten com

GEOMETRIA NOS PRIMEIROS ANOS

054 diguias Fefas € 05 ledos oS iJuais. PoOr isso, #em de
esiruturar espacalmente o quadraia estamos 8 encerd-1o [omo
uim reangulo especial. Deste mado prepesamos um outio mive
de estruturalan. & geometrice, Bm e 52 nche & classiticacdo
noiusha dosquac: iaterds. Mas esla esiruluieLan espacal da
quadrada r=0 vel sdlsntar neda eos oulros asgetos referioas
gorgue g eslidture artegonal isometrice deste geoplena nad da
cordribubes visuais para guder 8 estrufurar esses aspetos

Desrnlrd, mum gedpiant oy culor, fodos Os uadr il feros com
o5 s NMQOTURS o e chSLmawy OQuses &y gue estos d8m o
pavld rreddie coumiwyr, & uma slividede que vee ajudar g esliLturas
a retanguio carmd guadhilatern com és duas dizgendis iguass e
gue L oa panta meédio comum. Alét disso, gjuda s estreturaf o
fuodrada cosma o reldrgulo cujes diggorais 550 perpendicuises.

Ao false da estrturesso eapacial emas naluremente
condubdes & falar da estroturagBo qeametrics, mas esss
discisaSn e que fncar pora gulro epantamerto

Referdncias Bibliog aficas

Btirsia M 7. Oements 0§ Arncfl. | Bectein B s Yar Auken Borrow ©
[1938] Studerts" spatial s nactur ing of 20 arrays of squares. Loy
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Estruturacao espacial [2]

CRISTINA LOUREIRO

Na nota anterior foi apresentado o gue se entende por estruturar Estes exemplos mostram que a estruturacao espacial do
espacialmente um objeto. Esta ideia é tao importante e ha tanto retangulo deve estar presente ao longo de toda a aprendizagem
para dizer sobre ela que vamos continuar a desenvolvé-la. De da matemdtica e quanto mais rica for essa estruturacao, maiores
uma maneira simples, estruturar espacialmente os objetos serdo os instrumentos de raciocinio geométrico de que cada um
geomeétricos é desenvolver representacdes mentais desses poderd dispor. Como poderei compreender a férmula da drea
objetos que permitam isolar e identificar as suas componentes de um retangulo se nunca vi as redes quadriculadas que estdo

e estabelecer relac@es entre as componentes e o composto. presentes em todos os retangulos? Ou entender a semelhanca
Para compreender melhor esta ideia podemas fazer uma lista de retangulos se nunca vi nem comparei varios formatos

de maneiras diferentes de estruturar espacialmente uma figura de retangulo?

muito conhecida, o retangulo, e analisar implicac@es de cada uma Para além das questdes anteriores, que sdo apenas exemplos
dessas estruturacdes. da necessidade de estruturar o retdngulo, a lista de imagens

1. Retangulo desenhado em fundo branco, sem o interior pintado.

2. Retangulo desenhado em fundo branco com os veértices destacados.

Visualmente identificam-se Y lados e Y vértices.

Destacar os pontos de forma bem visivel € uma ajuda substancial a estruturacao espacial. Nos
ambientes de geometria dindmica [AGD) os pontos tém uma identidade bem visivel.

3. Retangulo desenhado em fundo branco com os vértices destacados e o interior destacado a
outra cor. Num AGD a construcdo do interior de um poligono é representada pela pintura colorida
do interior. A utilizaco de cores é um suporte indispensavel para a estruturacdo espacial.

Y. Retdngulo com uma das diagonais desenhadas.
E possivel avancar na estrutura da retangulo, identificando 2 tridngulos retangulas como
componentes do retangulo.

5. Retdngulo com as duas diagonais desenhadas.

o—0
o—o
——o
o——0
g E possivel identificar outros triangulos na estrutura do retangulo.
b. Retdngulo com as duas diagonais desenhadas e uma circunferéncia circunscrita.
E possivel identificar as diagonais coma didmetros da circunferéncia e o seu centra como o ponto

de interseccao das diagonais. Para qualgquer retangulo existe esta circunferéncia.

7. Retangulo formado por 8 triangulos retangulos congruentes, construido com o recurso a
triangulos retangulos de material manipulavel ou de cartolina colorida.

© 00 00 00 8. Retangulo desenhado numa rede ponteada com estrutura quadriculada.

° ° 0 destaque visual que os vertices do retangulo tinham no fundo branco perdeu-se pois ha muito
° m ° mais pontos destacados. A capacidade de percepcao figura fundo precisa de ser mais acentuada
© ° para distinguir entre esses pontos os vértices do retangulo.

eoeo0 00 00

Loureiro, C. (2012). Estruturacdo espacial (2). Educagdo e Matemdtica, 117, 20-21.
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Experimente sobrepar, a partir de um vertice, varios retangulos
escolhidos ao acaso [por exemplo envelopes diversos).
Separadamente, sobreponha os retangulos que se obtém a partir
de uma folha AY, dividida sucessivamente em duas a partir do
meio da dimensao maior. De cada vez que dividir ao meio a folha
guarde uma parte e divida a outra novamente.

Ha alguma diferenca entre o que acontece numa e na outra

situacdo? Descobre alguma relacdo em alguma das situacdes? Por coincidéncia alguns aspetos da estruturacdo geométrica do
Havera alguma relacdo entre as medidas dos retangulos retangulo sdo desenvolvidos no artigo <A matematica do papel>s,

utilizados como campos para diversos desportos? do n.° 16 da revista Educagdo e Matemadtica.

aponta também para a escolha criteriosa dos recursos que espacial confirma-me que a escolha tem que ser feita em funcdo

ajudam a fazé-lo. H4 muitos anos que penso na utilizacdo didatica da estruturacao espacial que se pretende desenvolver.

de materiais manipulaveis e tenho vindo a tornar mais consistente A estruturacdo espacial & uma condicdo necessaria para o

a escolha que deles faco e a consolidar o0 modo como essa selecao desenvolvimento do raciocinio geométrico.
deve ser compreendida e fundamentada. 0 estudo da estruturacao

9. Retangulo desenhado com uma estrutura quadriculada de linhas e colunas.

Esta representacao pode designar-se por uma disposicao retangular de quadrados (array na
literatura anglo-saxdnica).

0 destaque visual que os lados do retangulo tinham no fundo branco perde algum poder de
percepgao relativamente ao fundo.

*— @ 10. Retangulo com um quadrado desenhado dentro ou fora.
Qualguer retangulo tem dentro um quadrado cujo lado é igual a menor dimensao do retangulo.
© © Por fora de gualquer retangulo hd um guadrado cujo lado é igual a sua maior dimensao.

Ver como um retangulo se aproxima mais ou menos de um quadrado determina o seu formato.
Um retangulo pode ser visto como um guadrado esticado ou encolhido numa direcdo.

11. Retangulo associado a duas retas perpendiculares.
A associacdo de retas ou eixos ajuda a ver caracteristicas da figura.

12. Varios retangulos sobrepostos com um vertice comum.

Loureiro, C. (2012). Estruturagcdo espacial (2). Educagdo e Matemdtica, 117, 20-21.
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Estruturacao espacial [3]

CRISTINA LOUREIRO

Esta waphpn £ almentada por um rabalho & investigac s goe
tenho vindp a realizar i bastante termpo em vdrss rmas do
1= ticio. Exte trabal o cemtra-se np expeibnga de reallzacio

de alividattes de geamelnis e medida e varios turmas. coma
mirsha gresenca na sali de aula, Ry atividades sao implementacas
a partir de sequentiss de tarefas gue, denois de expermmentadas
pessam a constitue o gue designn por perturses didatico

Eutem percursis fumdamentam-se &m nivas de estruluraca da
racincinip geometrico [Bettista 2008] = estas experigncias tém-
me parmitadn comprazsdar melhara carhterizacio desses nivels
B pu gy impicagdes na aprandizagem da beomitria @ Medida
geametriia em todo-o ersang bésicn

Ui dis pevcurses [Lourebrn, o] feta-se grincipalmentz na
estrgturacio especial dos poligonos. tradshando -5 Como uma
combiragan di Bngulos € procurando Elabelecer relachss et
esld compienle g a comprsto, o paligono [(uado T, Neste
pefrursn Cometa-se o frafallar comm quatsstos eoutios
refdgulos flanefas | e o passando pi autros guiadnlites o
[tarefas 3 g 4] e mutros guligancs [tarela 5 para terminar com
tridmgulos ftarefa 5] Ens bodes o5 tarelas o5 Sngubas forsm o
elermenio Tundarmenial em estuda

Ra tarefis desty sequdnicie miidermn arbculadamnente sulbrg

A estiutiorggda espacial pa gaosmélrica A primeira partz do
peTLursn drienta-52 pore a estruluracio papacial procurandg
libertar o alunbs do supoyLe do geopland ¥ do papel ponteadn

correspEndente. para 4 wlizacie de papsd branco que acorg

i W efos Se 5 A identificacio de dngulis Com recursn &
utiizacko do detetnd de Sngulis relos. ajuda a destacd-lo

come elemertos de um poligonp. ¥este percursa, o4 ladps

comn elemertis constituinkes de um paligono, foreh pouco
sl o g poid apenas tiverarm algema sergda na distussdo
caletive apos s duas tarelas de constiucao dos retinpulos,
guatados oo ndd [terefps | e o) e nas tarefas 3¢ 5 aparis como
cantagen A identificatao dos Mguras independentements dis sui
Qs B0 o pann 2 o recarfiedintnto visuad des dngules Camo
gete das figuras s30 exermplis de astruturacdo espacial doy
guatridteros dos thdngulos e dos mutros polgonis. Come aficma
dattmsta [2008], 4 configuracan visual & uma forma de estruturar
gspacamenle

A entrufuracdo geametncs Comers por peorrer ne @spussio
coletiva ng firi da terefa c.coma introducan da fguras gue =io
contragxemplos 2 com & inclusis do guadrado como retingulo
eupetial B tarefd 3 e a tarela B inscrevem-52 tambam nosts
ambetno pelas distmsies colellvas que proporcananam g e oue
Toram estabaacides reloches geometices

“ropostataments oo lados outro elernento Fundamental de um
paligirp sslveram quiss tolaimente auseries £4a experilrdia
perrnite-me conc ol goe £l gmia Goe opdda focar fada b etencid
noelemento Sgulo g res relagiies qua podemn ser estaelecidas,
algumas delas |4 refarides em pulras nplas anterioey

Loureiro, C. (2012). Estruturacdo espacial (3). Educagdo e Matemdtica, 118, 26-27.
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Considarg este peroursa muito consistente pargue. em todas as Exte trabalha de investigacio tem parmitido dar especal atencéa
expeiencias realizadas, [ astarefas foram sempre o poato de a decisaip soilve s as tarefas so orientam para 8 estruturacdo
partida g provocaram um envabdmanta genersiizado dos slunps esparizl, para 8 estruturacio ceometnca m airda secombEnam
das burmas em gea foram experimestadas, 2] os trabalhos 2 Ccomin comAainam estas duas oriemtaclas Um outro aspeto
realizados pelos alunos proporcinnaram discusstes coletives tem sida a8 obtencao de tarefas. desafiantes a capazes da oriar
rmuito ricas. (3] as stividades deram sentido ao conhecimenio obstacufos promotores de aprendizagam. focadas principalmants
sohre 2ngulos come glementn fundamentsi da estrutura na sstrturagao espaclzl Sabando gue @ muwita BBl e tenkador
de um poiigono e 4] deram s=ntidn ao estebelecimento de cair numa g Bncia de estruturag3a g2ometeica SEMm [e 05
rearfies geometricas interessantes bem coma a necessidate de alunos tenham ands desemmbvin ums adequada sstruturacio
compreender e justificar essas refagies Mo gua respeita & ligacdo aspatial, penso g vale & pena dscutir o desenvolvimznto do
entre &5 tarefe= considarn que 3 ordem estd bem detinezds pois racincinin geomigtricn nestz persaativa

permitiu aps alunos avancar. parisda semepre do conhacmento Propositadamente daixe com esta nola varos poatos #m
adguirido na atwndads antaricr & intmduzindo tambam noves aberto para discutir am notes subsequeanies. nomeadamente
ohstéculns promotores de sprendizagem flem disso. esie as trabzinhos realizadas pelos glunos £ 0 conbacimento gue foi
pErCusn feixad entradss e aberts pars auiros perorsos be corstruido. bem coma o papel da mtervencaa do professor ne
esiruturecso espacal g de estruturazdo geometrica reaizacan destas atwidades

amm

i Constuar guadizdos muin genplanode 5 por 5 ReCarnecimentn de QuUAETa0ns B pOSLIES 3y sdirsias.

WeCesoilane U8 recierer a AngS0s Fetns @ OB ntraduzi um estrumsento
e medida. 0 adeLEtir 0B ANuios rEins

s

Constur rerdnguics num geoFans 08 5 par Utilizagio 0 =detstor 02 Anguios retos
Recarneciments e retanmuin: Bm poschsd NS0 soinsiiase:
FOUSAE 00 juadrado mmo retinuln especia
ALreRaTan de Tiyurss Gue 80 LeMraBErTais

1 Construr guadridtesos tom pelo menas um angulo reto rum geoplano Construg3o de figuras que resgeitam simutaneamenta diss cordiches
deSph

4 Identificar em quadrissern: corstuides, Engulos sgudns € ohiusas Becamnecimentn 2 pomparacan e drguins.
Hparedimento 0 um dnguio qie gera quasnlEberas N0 CONVENGs. &
Sngulo maipr que um rasa

Y Desmobeir nguins =ins. squdos, thohisas @ superahbysos emopoligonos - Susfnoa ds esirotura quadriculada ds geoplasn
danns em papsl hrance -3nguin coma elementn fundamestal de wm poligones
Relecfies que emaivem Snpotis B ados

E Construir, ern pepef brence: tridngules corme |11 wn Anguio reto, [Zlum - Estruturacio erpacal em pape brancs
Anguln otti=e., [3] nenhum Sroude rete e renhum Brgule ohtusa mpassihiligades de corstruca
Trifngues: retdnguios. obbasSnguins ¢ acetdnguios
Relecfes gue envokeem Snoulos num trifinguln
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Objetos e Estruturas

CRISTINA LOUREIRO

«E importante entendermos que, ao recuarmas no tempo, aquilo
gue hoje é considerado um ohjecto matematico simples, como um
circulo, um triangulo equilatero ou um paliedro regular, podera
outrora ter transportado o impacto psicoldgico de toda uma
estrutura e ter exercido influéncia sobre a metodologia cientifica
[por exemplo, na astronomia). Um sé ndmero, digamoas, 3,
era tido como uma estrutura, com as implicacdes misticas
gue dai resultavam. Isolado, um objecto matematico perde o
seu significado. Esse significado resulta de uma estrutura e
desempenha o seu papel apenas inserido numa estrutura.>> (p. Y1)
«<5e uma estrutura matematica é frequentemente utilizada
durante um longo periodo de tempo, surgira todo um corpo de
experiéncia e de intuicdo sobre essa estrutura que podera vir a
ser considerada como um ohjecto matematico. Assim, o conjunto
R dos nimeros reais, uma estrutura, pode ser visto como um
ohjecto quando se toma o produto R x R para definir pares de
nlimeraos reais.> (p. Y1)

Estes dois paragrafos da «Experiéncia Matematica>> deixaram-
-me a pensar sobre as implicacdes didaticas desta problematica.
Talvez que muitas dificuldades da didatica decorram desta dupla
perspetiva dos objetos matematicos. Quando é gue estamas a
encarar um ohjeto matematico como ohjeto? Quando estamos

a encara-lo como estrutura? Quando sobrepomos estas duas
perspetivas? Que confusdes e dificuldades advém disso? Em toda
a matematica ha exemplos destes dilemas e complexidades.
Pensemos em alguns da geometria elementar.

S6 e possivel aceitar que um quadrado & um retangulo quando
0s encaramos como estruturas. Assim, aceitamaos gue todos os
guadrados tém as propriedades dos retangulos, ou que nao é
passivel encontrar um guadrado gue ndo tenha as propriedades
de um retangulo. O que é equivalente a dizer que a classe dos
guadrados esta incluida na classe dos retangulos. Ao dizé-lo desta
Ultima maneira percebemos claramente que estamaos a encarar
estas figuras como estruturas.

Quando trabalhamos com criancas pequenas, que ainda
tém dificuldades nesta abstracdo de ver um ohjeto como uma
estrutura, e importante que usemos expressdes gue as ajudem
sem confundir. E por isso que se opta nos primeiras anos por dizer
que <um quadrado é um retangulo especial>. A medida que se
vao conhecendo muitos quadrados e muitos retangulos, podemaos
passar a usar expressdes como <<a familia dos quadradas faz
parte da familia dos retangulos>>. Esta e ja uma linguagem de
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estrutura, gue ajuda quem aprende a ver classes de ohjetos.

A didatica tem obrigacao de identificar estes dilemas, de ir
encontrando soluc@es para lidar com eles, trabalhando com os
professores sobre essas solucdes.

Para uma crianca um quadrado é um objeto. A medida que
vai vendo muitos quadrados e que vai sendo convidada a pensar
sobre eles vai adquirindo a ideia de protdtipo de quadrado, isto
e, de figura gue representa a classe dos quadrados. Se uma
crianca viu sempre todos os quadrados num posicao direita vai
construir um protétipo de quadrado direito. E por isso que é tao
importante que sejam trabalhados varios exemplos de protdtipos
e gue quando se trabalha sobre a classe dos quadradaos esta seja
representada por mais do que um protétipo (Figura1).

Assim como, quando se trabalha a classe dos retangulos
e indispensavel que aparecam também exemplos que sao
quadrados (Figura 2).

Para mim também é importante que sejam realizadas tarefas
em gue aparecam imagens diversas em que propriedades
estruturantes dos elementos estao destacadas visualmente
(Figura3 e \4).

E assim que se constréi a classe dos retangulos, inclusiva para
os quadrados. A ideia de figura como uma estrutura de classe s@
e possivel guando se conhecem as propriedades da classe. Ter os
Y angulos retas, ter as 2 diagonais iguais e cujos pontos medios
coincidem sao algumas propriedades gue & importante destacar.
E naturalmente que os contra-exemplos tambem tém um papel
indispensavel na construcao de classes.

0 professor precisa de conhecer os objetos geomeétricos
como estruturas para saber orientar o ensino no sentido de ir
trabalhando sobre os ohjetos de modao que os seus alunos os
vao encarando também como estruturas. Mas a quem elabora

Figural

Loureiro, C. (2013). Objetos e Estruturas. Educagcdo e Matemdtica, 12], 2-3.
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documentaos de orientacdo curricular exige-se mais. Exige-se para classificar alunos através da realizacdo de exames. Uma
que, além do conhecimento das estruturas matematicas, se aprendizagem estrutural e estruturante nao se faz de um dia para
dominem os modos possiveis de elas serem compreendidas e outro, vai-se construindo. Ao estabelecer as actuais Metas, os
aprendidas. Par estas razdes sdo inaceitdveis as actuais Metas autores do documento estdo a mostrar o seu entendimento da
curriculares da geometria. Estas metas nao t8m nenhum sentido aprendizagem da matematica, uma aprendizagem sem sentido
didatico e o seu sentido matematico é muito discutivel. Ao e Sem compreensao, em gue prevalecem a mecanizacao de
definir inimeras metas pontuais, semeadas ao longo dos varios procedimentos e a memorizacao de factos e de regras.
anas, destrdi-se totalmente a possibilidade de aprendizagem
construida progressivamente. A Unica opcao aceitavel seria Referéncias Bibliograficas
definir meia duzia de metas realmente estruturantes no fim de Davis, PhI|I|JJ e Hersh, Reuben []995] HExperiéncia Matemdtica. Lishoa:
cada ciclo de aprendizagem, como alis é feito em alguns paises Gradiva.

em que hd a preocupacao de que a Matematica no sirva s

Loureiro, C. (2013). Objetos e Estruturas. Educagcdo e Matemdtica, 12], 2-3.
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De novo os Quadrilateros (1)

CRISTINA LOUREIRO

Quando pessoas diferentes alham para uma figurs nem todas veam o mesmo. Este & cetamenta um dos aspetos gua di-
fculta o ensing da geometria, johnston-Wilder ¢ Mason [p. 53) defendem a utilidade de dizermos o que vemos, e quan
do o fazemos rum grupe depressa descobrimos que aquilo que para uns & mais saliente, para outros ndo tove importine
Clal coll 30 mensCceu dlencio, Afirrriam fue o deservalvimento da raciocinio geametrnioo d&wﬂﬂﬂ' da nossa capacidade de
identificar & reconhecer relaclies gepmétricas que s3o Gleis e isso pode desenvolyverse atravds da participac o em discus-
SRS BT UE QUVIFOS O Gue 05 outnos 1Em par dizer e em que cada urm pode deferder o que vé,

A tarefa gque se prop@e foi construlda para provocar discord&ncias. Perante estes U guadrildteros hi quem sejz mais
sensivel 3 uma relagio entre o5 slementos de cads Agura do que a outra, & rede ponteada orfonormads que sustenta os
guadrildteros constitui um suparta indis pensdvel dos raciocinics que so pretendem fazer.

A B c

1. Hi algum guadrildtero
repetido? H# intrusos no grupo
de quadrildteros?

Carateriza a familia de
quadriliteros que considerasie.
Acrescenta maks algum exemplar
que aches que deve pertencer &
famnilia gue escolhests.

2 Dos 9 quadrildteros
apresentados qual € o que 1em o
rriaier parimetro?

Serd possivel acrescentar algum
quadrilitero a este grupo de %e
que tenha um perimetro maior?
Se sim, acrascenta, se nio

o rued?

3. Dros 9 quadrildteros
apresentados qual & o que tem a
maior drea’

Serd possivel acrescentar algum
quadrilitero a este grupo de 98
du terhia uma drea mart 5e
SiFT, acrescentl, S8 Ao porgqus?

Referéncias Bibliograficas

|ehnstan-Wilder, Swa & Mazon, John (Eds ) [2005]. Developing Thinking in Geestelry. London: The Open Univercity

Loureiro, C. (2014). De novo os Quadrilateros (1). Educagcdo e Matemdtica, 126, 13.




k¥ CADERNO DE APONTAMENTOS DE GEOMETRIA

GEOMETRIA NOS PRIMEIROS ANOS

Familias, repetidos e intrusos.

CRISTINA LOUREIRO

A tarefa que vamos discutir (divelgada nz EEM anterice,
n.® 126) foi trabalhada numa sessdo de formacio com pro-
fessores dos 2.7 e 3.7 ciclos, aproveitando, assim, esta dis-
cussdo muito contributos destas professores,

530 ohjetivos da primeira parte da tarafa; agrupar gua-
drildieros a partir de propriedades comuns; construir o con-
ceito de classze; definir classes de quadrildteros; desenvol-
ver o raciocino wisual, A tarefa apresentada tem tambem
uma parte relativa a perimetros e dreas que discutiremos
em outros momantos.

Sdo objetives ambiciosos, mas estdo muito interligadas
e a forma como a tarefa estd organizada torna-os mais aces-
glweis. & ratureza exploratdria do tarefa, gartinde dos co-
nhecimentos dos alunos, permite reallzar discussdes mui-
to intereszantes baseadas nas diferentes conclusces a gue
irdo chegar. Atarefa deve ser resolvida sem o recurso a uma
régua pare gue ndo haja a tentacio de medir comprimen-
tos. E importante gue os raciocinios sejam geométricos e
de base visual, apreveitande as caratesfsticas da rede pon.

A B c

teada ortonormada que sustenta os quadnliteros. A limi-
tacdo da rede, & que d4 jeito chamar geoplano de 5 por 5,
ajuda a ter figuras equilibradas e a trabalhar num wniverso
mais restrito.

As guesties colacados como ponto de partida sao- 1. Hid
alguen quadrildter repetida? 2. Hid intrimas no grups de qua-
drifdteros? 3, Careieriza a familie de quadnildienss que conside-
raske. 4. ACTESCENta MGIS aligum eEXermmar que aches que aeve
pertencer d familia gue escofhestes.

A questdo 1 e a existéncia de pelo menos duas figuras re-
petidas foi considerada importante pelos professores porque
permite abrira discussio da congruéncia de figuras: A san-
sibllidade e atencEo & congrubneia & fundamental ém todo
o trabalho na geometria. Neste caso M e Z 530 05 guadriia-
teros repetidos. Por isso a discuss3o gue vamos fazera se-
guir serd apenas com base am & hguras.

A puestdo 2, sobre a2 existénoia de intrusos, obriga a
olhar parz os guadrildteros todos e a evidenciar alguma
propriedade que permita comparidos & agrupd-les. Eaqui
que-estd o abermurs da tarefa ¢ que lhe confere a natureza
exploratdria.

Como afirmamos na nota anterior, pessoas diferentes
vio ser sensheis e identificar relacbes diferentes, a discus-
sdo surge naturalmente a partir das idelas que cada um vai
ter que defender. O gue astl em jogo n3o & o cers ol &r-
radda, mas im o gue eada um ve, como dafende & o modo
comte o verbaliza, Por essa razdo as questdes 5 e 4 sio in-
dissocidvels da questlo 2.

E importante registar que consideramos coma intrusos
de uma famllia os eflementos que néo verifiguem a proprie-
dade que carateriza essa familia. O ndmeno de intrusos no
conjunte dado pode ser supenior 305 dos membeos da faml-
lia prezentes. O tpa de raciocinio que estd em jogo & inaren.
te a urma refagio do tipo <se .. &ntdow, isto &, e considera.
mos uma determinada prepriedade carateristica da familia,
o5 quadriliteros que n3o a verificam 530 o5 INTrUsos.

Loureiro, C. (2014). Familias, repetidos e intrusos. Educagcdo e Matemdtica, 127, 20-21.



¥ CADERNO DE APONTAMENTOS DE GEOMETRIA

Fansia | — B, CE, M, M S U E intramso A

Pode haver quem dafenda que ndo hd nenhum intruso pois
exte quadrilitern, se estivesse representado em fundo bran-
o, passaria facilmente como elements da familia. & fami-
lia & comstituida por todos os quadriliteros que Bm pelo
menas um parde lados iguais. Meste caso, para além de
construir mais quadrildteras com esta propriedade @ desa-
fiante abter mais zlguns que a ndo Terham.

B, C, M &S5 San jmrmusos A E, Me UL

Farsivin 2

A familia & constitulda por todos os quadrildteros que tém
apenas um par de lados iguais.

Fepalin 3 —E, Mg L, SEommpusos 8, B, C, Me 5

A farnflia & constitelda por todos as quadrilateras que &m
dois pares de lados iguais.

Fapaiiy 4 — J:I.I l_I E. S&a imTousos B AA |"-.|I S L), L pe-
LES, & MW, SE ESTIVISSE REPIESEMTADD ERE FUMDO ARAMCO PASSA
Rid WIS BEM MOR ELERCHTE D8 FhhaLES

A familia & constitulda por todos os quadriléteros que ©m
pele menos um par de lades paralelos.

Se quisermos podemos restringir esta familia e consi-
derar o3 quadrildteros gue tém apenas dols pares de lados
paralelos. Meste caso ficaria solitdrio o guadrilaters E como
representante da familia.

Fantiin 5 — M, MES Saommsos AR CEFU

A farmillia & constitulda por todos o3 quadnlateros que tdm
pele menos um Angulo reto. Esta familia ambém pode dar
OrigEMm & uma outra, constituida por quadrilterss com exa-
tamente I Angulos retos, neste caso pertence-lhe o quadri-
litero 5. Mos intruscs hd dnpulos guase retos gue & inte-
ressante analisar,
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Faminin b —C, N E U, Sao wteusoe A, B E, MES.

& famillia & constitulda por todos os quadrilitaros que thm
wm eixo de simetria, Meste caso haverd a discussio sobre
8 A e E Serdo ou ndo intrusos, O quadrimar::: A parque vi-
sualmente dd a ilus3o de que & um trapézio isdsceles eo E
porque, embora errado, € comum identificar emn parakelo-
gramos & existéncia de einos de simetria. E fica a abertura
para a discussio sobre sa haverd guadriliteros com mais
ciwns do simetria, abrinds assim a possibilidade para apa-
receremn quadrados e outros retingulos que, propositada-
memnte, foram excluldos do conjunto inicial de 9 guadrilate-
ros que permitiu despoletar toda esta discussao.

Aldrm destas 6§ familias & possivel definir ainda cutas recon
rerdo, por sxemple, 3 complemenaridade de conjunes &
4 negacio de condighes: ndo tém nenhum par de lados pa-
ralelas, ndo tEm nephumn par de lados iguais, ndo tém ne.
rifres Angulo reto, Algudm mats sofistcado podera avangar
para a andiise das diagonals, mas comea nio sstio represen.
tadas, nio tdm farga visual & & natural que isso ndo ocorra
L interessants analisar que hd ementos que padem per:
tencer 3 mais do gue uma familia e que wuna famiia pode
estar inclulda poutra, Idelas gue siio preparatdnias da com-
presnsda do que & uma classificacio Merdrquica,

O5 9 quadrldteros dados respeitam a condiciio de te.
rem o5 vértices na fronteira do ponteadao, Embeora esta con-
dicio nio deva ser usada como carateristica de uma faml-
iz, pode ser exigida para fimitar o conjunta das hguras com
fuae guefermas trabafar

A diversidade de resultades da tarefa, as discussdes gue
wal permitir realizarn, o3 conceiios que permite trabalhar, bem
como a5 perspetivas que abre em termaos de continuidade,
levam-nos & considerar um grande potencial na utilizagio
desta tarefa para rabalhar sobre quadniliteros. Perspativa-
mos por isso autras terefas para trabalhar a classificagio
hierdrquica de quadrildterss, Fica registado jd um agrade-
cimenta especial acs professores que participaraom nesta
formagdo e que estio a experimentar esta tarefz com os
seus alunos.

Loureiro, C. (2014). Familias, repetidos e infrusos. Educagcdo e Matemdtica, 127, 20-21.
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De novo os Quadrilateros (1)

CRISTINA LOUREIRO

A tarefa que apresento decorre da tarefa discutida nas duas - Paralelogramos — dois pares de lados paralelos
notas anteriores, «De novo os quadrilateros (1)» e «Fami- « Losangos — quatro lados iguais

lias, repetidos e intrusos», (E&M n.° 126 e n.° 127). Esta ta- « Retingulos — dois pares de lados paralelos e qua-
refa foi planeada para trabalhar a classificagdo ortodoxa de tro angulos retos

quadrildteros, assunto que considero um dos mais interes- « Quadrados — quatro lados iguais e quatro dngulos
santes e de dificil aprendizagem na geometria elementar. retos

Porventura um dos assuntos em que professores e alunos
tém grandes dificuldades. Hé& contra-exemplos interessantes de aparecer, que pode-
Uma das ideias fundamentais desta tarefa é que a sua  rdo ser muito uUteis na discuss3o, e que n3o estdo na fo-
natureza aberta e exploratéria implica que o professor pla-  lha de trabalho. S3o eles: um quadrilatero com dois lados
neie muito bem a discussdo das producdes dos alunos. opostos iguais e que n3o é trapézio; um quadrilatero ape-
Por isso é indispensavel que o professor pense previamen-  nas com trés lados iguais.
te quais sdo os bons exemplos e contra-exemplos que vio
ser Uteis para a discuss3o. S assim poderd selecionar com  Proposta de trabalho
seguranca, entre as produgdes dos alunos, os quadrilate-
ros mais favordveis para a discussdo coletiva. Além disso, 1. Em cada quadrilatero da folha de trabalho:
o professor deve ter exemplos preparados para fazer apare- — Assinala os lados iguais com uma pequena marca.
cer no momento adequado. Uma sugest3o é criar uma fo- — Pinta da mesma cor os pares de lados paralelos.
Iha de figuras de apoio a discussdo que contenha exemplos
de todos os tipos: 2. Organiza em familias os quadrildteros. Para cada fami-
« Boomerangues e papagaios — dois pares de lados lia que organizares acrescenta novos elementos construi-
consecutivos iguais dos por ti.
« Trapézios — pelo menos um par de lados paralelos

Exemplos para apoio a discussdo

Papagaio Boomerang Trapézio Trapézio

Paralelogramo Paralelogramo Paralelogramo Retangulo

Losango Losango Quadrado Quadrado

Loureiro, C. (2014). Classificacdo de Quadrilateros a partir dos lados. EducagcdGo e Matemdtica, 128, 6-7.
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Folha de trabalho
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O papel dos papeis
CRISTINA LOUREIRO

Muitas das tarefas de geometria que tenho vindoa apresen A escolha do ponteado € estratépgica. O papel ponteado
tar e discutlr nestas motas tBm comeo suporte de trabalho  quadnculedo, em que se enguadra o geoplano, serve mara-
um papel ponteado. Dito de outre modo, privileglo niesta ta-  vilhosamente o estudo dos quadrilateros pois parmite cons-
refas a utilizagso de um papel com elementos orientadores truir todos oz tipos de guadrilateros, como tenha fustrado
indispensdveis para trabalhar a geometria das figuras pla-  em vdrias destas notas. Mas este tipo de papel ndo serve o
nas sem o pese de instrumentos de medida. Muitos racio-  estudo dos tridngubos pols n3o permite desenhar tridngulos
cinlos sio mals simples & diretos & multos cutros podern  equiliteras cujos vértices selam as poantos fundamentais da
ser também mais exigentes, constituinde verdadeiros racio:  rede. Sem este ridngulo ndo faz sentide discutir classifica
cinios geomeétricos. Por exemplo, identificsr comprovads-  ¢fes de mlngulos. Mo entanto o papel mométios perme-
menie angulos retos {nota EEM 108) ou segmenios parale-  te representar quase wdos os tipos de tridngulos lncluin-
los (nota E&eM 113) pode exigir raciocinios mais ou menos  do tidngulos retdngulos (figura 2). O dngulo reto pode ser
sofisticados. Mais simples, mas exigindo bastante atencde,  facilmente identificado com recurso ao detetor de dngulos
& 3 [demtificacio de segmentos congruentss em quadnili-  retos & gue n3o ¢ mais do que um cante de uma filha de
teras (fipuea 1), A situagio de edstincka de dois ladas con- papel A4, Par acase hi um trifngule que ndo se consegiee
pruentes tem duas podsibilidades, consacutives ou opos-  representar nesta rede ponteada, & o wingulo retdngule
Lo, & neste caso & Inferessante rotar gue o quadiildtero de sdsceles. Esta £ a dnica limitagEo deste papel para o astu-
trés lado iguals ndo & rapézo. do completo dos tridngules. Porém & uma limitag@o que se
pede transformar numa mails valia.

L] L A L L] L L] L] * @ L] * @ L] . @ L] L]
L] ] L

- L]

L] ]

L] L ] | L] L] L L L]

L] L] L L]
Figura 2 Tridngulos represerdados em papel ponteado somatrico
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Figura 3. Exemplo de um false tridngulo retinguio com 3
dngulos azudos

Recentements, dISCUti 3 exploraciio de miangubos a partis
de uma tarefa com grandes potencislidades de diferencia-
téo pedapdgica no artigo «Exames e diferenciacio pedagd-
gicas publicado em Junho na revista on-line Almadaforum,
Munca tinkhiz feito uma exploracio tio completa sobre tri-
ingulos com recurso a este papal @ hiquei fascinada pala di
versidade de trilngulos que foi possivel desenbar e pelos
reciocinios que tive de fazer. O angulo reto, como dngulo
charneira que permite classibcar o tridngulo quanto zos 4n-
gulos criou-me elgumas partidas. H2 situactes em que ele
§ guase, quase reto, estando no limiar enire deixar de ser
agudo para ser jd obtuso (Figuras 3 e 4).

Aos tridngulos com wm Sngulo destes eu chama falsos
trifngulbos retdngules porgue a ofho nu eles parecem mesmo
ter urm angulo reto. Os dols exemiplos apresentados sdo tri-
dngulos isdsceles. Dexo-vos por isso uma tarefa com duas
partes distintas.

Descabrir ¢ makoe ndmens de tridngules retingulos @ de falsos tri-
inguloy retdngulos desenhedos em papel isométrico,

Para cada caso apresentar @ justificacdo do raciocinio para garan-
tif cuie o tHdngule & mesime tridngulo retdngule.

GEOMETRIA NOS PRIMEIROS ANOS

Figurs 4. Exempic de um falso trndngulo retingulo com wm
angulka obiusa

As duas partes da tarefa apontam paradols nivels de exple-
ragdo. Um nival mais elementar em que se prova que o tri-
dngulo é retdnguio porque se verifica que tem um Angulo
reto recorrendo simplesmeante 4 sua madigdo. Cutro mgis
elaborado em que se FECOMTE @ uma demmonstragdo geome-
trica, A construgic rigorosa @ simples destas figuras, bam
como 4 sud andlise rdpida seria bastante mais complicada
em papel branco. Até porque em papel branco seria dificil
alimentar estes desahos.

Como desafios finais pars esta discusso sobre papéis
ponteados deixo-vos em jeito de problema duas questbes a
que 8 minha abordagem anterior jd respondeu. Noentanto
A compreensio das duas impassibilidades nio foi de todo
abordada.

Serd possivel construirum tridngule equiliten cujos wirtices se-
parn pontos de uma rede ponteada emanormade? Porgug?

Serd imposshvel pbier um frisnguic meangiio idscebes cujos wirti-
CE5 Sejamm ponios de urma rede pormesds iomerica? Porque?
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O «retangulo» que ndo é retangulo

CRISTINA LOUREIRO

buitas das ideias que 18m estado na base desias nolas de-
correm de um wabalho de imvestigacio que tenho vindo a
realizar b j@ algurn termpo. Este traballo teve uma com.
ponente muito forte de experiéneia em salas de aula do 17
clele onde foram syperimentadas multas das tarefas gue
tenha idealizado. Decldi apresentar agora alguns breves epi-
sodiog de ensinog corm comentdrios e engquadramanto e
rico, 513 opgio marca urma alteragdo na orientagio destas
noLas que passarm asskn a contar com trabalthos de sala de
aula para alimentar a reflexio,

Ha wrma ddela prévia 3 apresentacio destes episddios que
quere evidenciar. Os ambientes de geormetria dindmica slte
rararn radicalmentes o modo de vabalhar a geometria, Serd
por iS50 desejivel que as criancas comecem a aprender ge
ometria o mais cede possivel com recurso a estes ambxen.
(es, 5o & desejivel e possivel que 52 inigle logo no 1.% ¢l
cla, camo avidencia o trabalhe realizado por Craca Paraira
{Pereira, 2002). Apesar de defender esta ideia, optei pos re-
alizar wrna investigagao ainda apenas com suporte de pa:
pel e ldpis & recurso a materials manipuldveis. Registo no
entanto que muita do rabalho que realizel e das idelas gue
desemvelyl usufralram do facto de eu fazer sempre todas
as exploragBes prévias com recurss 2 um AGD. Espera ain
da um dia poder adaptar multas das tarefas que desenbed §
utilizagdo deste recurso para alunos do 1.7 ciclo,

O episddio que relalo ccorre numa zula do 3.2 ang, Numa
aula anterior, alguns dias antes, os alunes tinham realizade

Figura 1

duzs rarefas seguidas, Messas tavefas, individualmeme cada
aluno tinha que descobrir o midimo de quadradas diferen:
tes & depais de retdngulas, também diferentes, possivels de
consirur num geaplano de 3 por 5. Durante a fase de ora.
balhe Individual nunca fol dite a0 alunas de og exernpla.
fes que lam descobrindo estava corretes ou ndo. O que fai
sendo pedido fol pasa passarerm algum dos seus exermplos
para um folha maior que perminsse depols integrar uma ex-
posicio para apofara discussio coletiva. Foram assim obti
dos B quadrades diferentes ¢ & retdngulos diferentes, Esta
anentacdo permitiu, ambdm, que sxstsiem axemplares
de paralelopramos que duas das alunas tnham construl-
do considerando que eram retdngulos, EStes contra-exem.
ples pemmitirarm & realizacdo de uma discussdo muito rica
em grarde grupe. Esta aula comegou com a exposigio dos
trabalhos realizados pelos alunos {figura 1)

O paralelograms apresentade na Gltirma folha da fige
ra | eque destaco na figura 2 nde estava inicialreente ne ex
posigido, mas & apresentadeo por uma aluna coma rmais wm
exemplar possivel. Para a discusslo que se sapuiu fol muito
importante ele ter sido colocado ag lado de dois retdngulos
e posiclies nio prafotipicas (o dols primeiros retdngu-
los da segunda fila na figura 1). A 2luna estd contente e b
talmente convencida de que descobriu mals wm retdngulo
para alér dos & descobertos pelos seus calegas, mo entan
b nEo consegue explicar porque acha que 358im & Quase
todes os alunes reagem e dizem que ndo &, embora alguns
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Figura 3

nio CONSIgam argumentar porque consideram que a fgura
o & um rekd ngu.|-:|.

Hugo — N ¢ perque ke assim 2 Beos pone o lado.

2 Hugo val a0 quadro e contorna oom os dedos os parake-
logramnos. Aponta dois lados apostos 2 diz gue estd indi-
nado por comparagdo com os retdnguios em que considera
gue ndo estd inclinado. O Hugo tem de recarres 3 compa-
ragks corm outra figura exposta, um retinguls em posicio
prototiples «ao altes, embord identifique elementos da f
pura imporiantes para esta decisdo. Pevante a dificuldade
daste aluno em justificar o sew reclocinio, fol pedido a ou-
tro aluno, Duarte, que viesse apresentar 2os colegas como
tinha pensado.

Chsarte — Nan o refdemgile poegue estd forke. B ower de der assbn
aaid asnvml!

O Duaree acompanha o que diz com gestos com 5 mios
(figura 3). Mo primeiro faz dois sepmentos paraleles 10
alto, |, & depols faz dois segmentos paralelos inclnados,
[l & contorng com os dedos o paralelogramo. Além dis-
50, € CapaZ de RZer oom as mios a m:}dlfita-'f,itl FHECES Sl
fla para que o paraledograma ficasse retdngudo, 15t &, co-
loca as duas mios de modo que dobs lados consecutivas
facam wrm dngulo reto, No entamio ndo & capaz de verball-
zar esta relacio entre 0% lados. Acompanta @ sua justifics.
pho comparando também com urm outro retingulo exposto
mas em pesicdo ndo prototipica isto &, winclinados, Embo-
ra @38 alung mastrasse que tnha ideias muite claras sobre
a pustificagTa geometrica correta ndo fol capaz de as verba-
lizar tatalmente

Esta discussio centrou-se na observacio e andlisede fi-
puras @ tornou evidento para nds a necessidads de traba-
lhar miais aspetos da estruturacis espacial dos quadrildte
FOFS, MIBCESSANIOE Para a eSTrUtUracdo geometricn (Batisla,
J008). Perminiu evidenciar i necessidade de dar atengio ans
elementos que compdem uma figura, neste caso of dngu-
los 2 o5 lados. Permitiu tTambém identificar as dificuldades
e verbalizar o raciocinio, revelands que 3 maior parte das
vezes as imagons mentais dos alunes estio cometas o sdc
adequadas & sua argumentagén.

A Estruturacio espacial & @ estruturagio promerica sio
a5 idelas chave da andlise deste episddic, Para mim 53 nes.
te momento um referencial indispensdvel na andlise e com-
preensdo dos raciocinios dos slunos e porisso, na orienta-
3o dodesenho das tarefas a propor-lhes e da sequenciacio
dessastarefas, A leiturs desta nota pode ser complemanta-
da com as netas 7 8 9 das revistas Educagdo of Matemidiicg
& a 118,
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Exemplos e contra exemplos para construir o

conceito de classe.

CRISTINA LOUREIRO

D episddio que apresents ooorey nurma aula de 3.° ang,
A discussdo coletiva com toda a turma da qual o retirel
acontecal depols dog alunos tesem construlde quadrados
e retingulos. E interessante notar que construlram alguns
parakelogramos pensandoque eram retdnguios e esses con-
tra exemplos foram decisivos para gerar uma controver-
sl Favordvel 3 uma boa discussio sobre propriedades de
quadriliteros,

O quadrilaters da figura (fig. 1) fol um dos wirlos sxem.
plares construldos como exemplo de retingulo. De fato &
um paralelogramo que ndd & retangulo e constitul urm exce-
lente contra-exemplo para despoletar uma discussio signi-
ficativa que permita identificar propriedades refevanies do
retangulo,

Multos alunos alhavam para o quadriliters & diziam
que era urn retdngulo, sutros afirmavam que nEe ers. Ins-
talou-se assim wm motve de discussio. Como decldir se &
o ndo um retdngule? A olho nu efe parece mesmo 58r re-
tangule. Um raciocinio possivel para ter a certeza de que
Ado & baseia-se no Mourso 3 esruiura ponteada que o su-
P, ooque nio d muite Bol para quem niie domina o ra.
cioclnio geormétrico, Outra possibilidade serd recorres a um
instrurmento de medida simples, o wdetetor de Angulos re-
tosw. bas vamos ver como decorrey a discuss8o and che-
gar & utllizagio desie instrumenteo,

Para alimentar a discussdo foi destacado come elemen.
te de comparacio um retdngulo, também constrildo pelos
alunos, & numa posigio sinclinadas come 3 do paralelo
gramo controverso (fig. 2}, Uma boa manews de forgar os

Loureiro, C. (2015). Exemplos e contra exemplos para construir o conceito de classe. Educagcdo e Matemdtica, 132, 25-26.

sluros 3 defenderem urma epcio errada & transmitir-lhes a
sensagdo de que o professor defende essa opglo. De certa
rranara lsse did-lhes confianca.

Professor — Chuem guer dizer & gue estd o pensar de dma
FAAAErE que seja boa para odos ficarer convencigas
de que a figure da direita tombén ¢ retdnguio? Vem
cd a Rosa.

Rosa — Porgue €58€ 58 Wds 0 pusermias assim e pé,

A aluna, confiante, aprosima-se do quadrlitere ssposio e
lustra com gestos o seu argumento (figs. 3 e 4).

Perante z sua dificuldads em verbalizaro que estd @ pen-
sar, & aluna & incentlvada pels professara a mudar a poss
can da figura, Ao fazedo fica com dividas,

Rosa — 5S¢ colecame asiim era [eaponta pard os lados]

Ceme ¢ikd ag contrdo .

E interessante procurar compreender o raciocinio desta alu-
na, No seu gesto inicial ela aponta para os vérmices ¢ par
iss0 parece dar a dela de consepuir decompor a figura m
componentes ¢ de estabelecer relagies entre elas, Estana
asgirn ao nivel de uma estruturagio geomstrica, Mo entan
to, a0 precisar de mudar & posicBo b figurs mostra-nos cla-
ramente a sua necessidade de a ver como wm todo, Para
esta-alura a ideia maks fore para idemificar um retangulo
& uma imagem nurma posicio comum, «ao altos, A duna
precisa de mostrar que-std a tentar vada como @l para jus.
tificar que & retingulo. O gestos que faz, com as mios e
coin 8 cabeca, & a sua afirmagio dizem-nos que ela defen-

AL
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Figura 3

Figura 4

de que & um retinguko porgue estd a conseguir ve-lo men-
talmente como um retdngulo. Mo entanto, ao colocar efe-
tivamente a figura na posicio =ao altos a aluna fica com
dividas (fig. 5. A ilusio da perpendcularidade dos lados
porde-se a0 mudar a posigie. & aluna nio consegue deci-
dir, simultaneamente parece que ¢ e gue n3o &

Esta aluna, e todos o que estiverem & pensar como glz,
precisam zinda de desenwvolver a capacidade de reciocinic
baseada na estruturacio espadal. |sio €, precisam de sar
capazes de destacar elementos no retdngulo, neste caso os
&ngulos, para passar @ reconhecer e usar uma proprieda-
de gque distingue cliramente o retinguls dos outros para
lelogramos, Eata propriedade & ter 4 Angulos retos. E uma
propriedade inclusiva que facllita a construg@o da relagao
da classe dos retangulos como ume parte da classe dos
paralelogramos.

A introducio de um instrumento de medida muito sim-
ples para reconhecer 05 dngulos retos permitin aos alunos
desracar vesualmente oc dngulos & passar a USar & propre.
dade de ter 4 dngudos retos come carateristica da classe
dos retdngulos. O recurso & contra-exemplos & indispen-
sivel para construir a ieia de dasse. Uma ciasse de qua-
drildteros constitui-se 3 partir da identificacao de invarian-
tes nurm conjunto dargade de sxemplares dessa classe, O

Loureiro, C. (2015). Exemplos e confra exemplos para construir o conceito de classe. Educagdo e Matemdtica, 132, 25-26.

Figura 5

conceito de invariante 54 pode ser bem compreendido se
forems analisados também exemplares gue ndo pertencem
& classe, como o paralelogramo sobre o qual discutimos.

Esta discussio teve por base figuras construldas pelas
alunos ¢ isso confore-lhe muito mais valor e significado. As-
slm coma surgiram paralelogrames nio retingulos como
exemplos de retangulos poderiam ter surgrdo losangos nao
quadrados como axemplares de guadrados. Forém tai nao
aconteceu, nenhum aluno construiv um losango com dais
pares delados diferentes pensando que poderia serum gua-
drado. bais & frente, no desenrolar da discussio, esse con-
tra-exemplo teve de ser apressritade pala profecsora, uma
possibilidade que & sempre um recurso do professor quan-
do pretende construir a ldela de dasse dos losangos Inclu-
5Iva para os quadrados.

Penso que ndo seria capaz de refletir sobre o desenvol-
vimento do raciecinio geométrico nasta perspetiva de es-
fruturacdo $& ndo tvesse rrabalkado com estes middos e
vivide sstas esnmulantes discussBes 3 partir das dezenas
de figuras que construlram, A leltura dests nota pode ser
complementada com as notas ¥ a 9 das revistas Edwcagdo
& Mtermdtica 116 2 &, e da neta 20 da revista 131

30




ﬁ CADERNO DE APONTAMENTOS DE GEOMETRIA

GEOMETRIA NOS PRIMEIROS ANOS

A classe dos paralelogramos

CRISTINA LOUREIRO

O episddio que apresento foi o ultimo de uma discussao
coletiva realizada numa turma de 3.° ano. Ele ocorreu como
culminar de um trabalho sobre a constru¢3o de quadrados
e retdngulos em que, na fase de discussao, foram sendo in-
troduzidos paralelogramos n3o retdngulos e losangos n3o
quadrados. Os paralelogramos n3o retdngulos foram cons-
truidos pelos alunos como exemplares de retdngulos e os
losangos foram introduzidos pela professora como contra-
exemplos de quadrados.

Alguns alunos, ao verem alguns paralelogramos como
retdngulos estavam a valorizar os pares de lados paralelos.
E uma ideia forte e boa que ajuda a construir os paralelogra-
mos como classe inclusiva para os retdngulos. Estes qua-
drilateros sdo uma subclasse. Podemos dizer que os retdn-
gulos s3o paralelogramos com os quatro 4ngulos retos ou
com os angulos todos iguais.

A professora fez aparecer o losango para introduzir a
necessidade de destacar os lados e encarar a relagdo en-
tre a classe dos quadrados e a dos retdngulos. A intencio
da professora era fazer evidenciar a classe dos quadrados
como uma classe muito especial que resulta da interse¢do
de duas classes (Fig. 1).

O objetivo principal das tarefas realizadas até este momen-
to era a compreensdo de que os quadrados s3o simultanea-
mente retangulos especiais e losangos especiais. E importan-

te notar que a ideia de classe ainda esta a ser construida por

Retangulos

I Losangos

Quadrados

Figura 1

estes alunos. O conceito de classe de figuras geométricas é
bastante abstrato. Os alunos constroem e analisam exempla-
res de uma classe e s6 progressivamente os comegam a ver
como representantes de uma entidade abstrata, uma classe.

O desenrolar da discussdo tinha deixado ficar expostos
no quadro também os paralelogramos que n3o eram retdn-
gulos (Imagem 1 e Fig. 2). Esta exposicdo de figuras levou
um aluno a intervir e dizer «S3o todos paralelogramos».
Este aluno leva-nos a pensar que para ele a relagdo entre
estas classes de quadrildteros (Fig. 3) ja estava bem clara.
Este aluno estd a construir naturalmente a ideia da classe
dos paralelogramos como inclusiva para as subclasses par-
ticulares dos retangulos e dos losangos. E por sua vez, com
a inclusdo especial da classe mais fina dos quadrados.

O caminho de construgdo da classe dos paralelogramos
que aqui foi percorrido ¢ distinto daquele que com maior
frequéncia se apresenta aos alunos. E um caminho do parti-
cular para o geral. Vai-se consolidando a classe mais restrita
e através da introducdo de contraexemplos para esta classe
constréi-se uma nova classe mais ampla. O que se eviden-
cia aqui é que os paralelogramos que s3o quase retangulos
ajudam-nos bastante a destacar a existéncia de dois pares
de lados paralelos como uma propriedade carateristica dos
paralelogramos. Foi isso que aconteceu durante esta experi-
éncia com os alunos que desenharam paralelogramos con-
vencidos de que eram retangulos (E&M n.° 132).

Imagem 1
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Figura 2

Este episddio inscreve-se na perspetiva de Battista (2008)
que evidencia a importancia de compreender como pode
ser o movimento a partir das estruturagdes préprias dos
alunos para estruturagdes geométricas formais poderosas.
Segundo este investigador, este movimento n3o exige ape-
nas o refinamento recursivo das estruturagdes espaciais in-
formais dos alunos, mas também o acesso aos conceitos
geométricos apropriados. Acesso que depende de uma es-
truturacdo e uma concetualizagdo em niveis apropriados ao
seu desenvolvimento e também das interac¢ées sociais vivi-
das na sala de aula.

Este episédio estd integrado numa experiéncia que in-
cluiu a realizacdo de vdrias tarefas com vista a construcao

Paralelogramos

Retangulos

| Losangos

Quadrados

Figura 3

progressiva do conceito de classe de quadrilateros e de al-
gumas dessas classes. Ao longo deste trabalho ficou eviden-
te que esta construgdo ¢é lenta, muito diferenciada entre os
alunos e exige a realizagdo de vdrias tarefas que permitam
o desenvolvimento da estruturagdo espacial e da estrutu-
racdo geométrica de forma articulada. Numa mesma tur-
ma ha alunos que j& conseguem identificar as componen-
tes de uma figura e relaciond-las, enquanto outros ainda
olham para as figuras como um todo, guiando-se pela per-
cecdo global da figura. Neste caso ainda terdo muitas difi-
culdades em conseguir compreender as relagdes entre os
seus elementos e por isso ndo terdo acesso a compreen-
s3o de uma classe de quadrilateros, por mais simples que
ela seja. No entanto, o aluno que olhou para todas as figu-
ras e foi capaz de identificd-las como elementos da classe
dos paralelogramos revela ja um nivel de estruturagdo ge-
ométrica avancado.
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Geometria partilhada e socialmente construida

CRISTINA LOUREIRO

O3 pequenos artiges deste Cadero dé apontarrenios 550
aparentemeanta uma miscelinea de ideias resultantes da in-
vestigagdo que venho a fazer ha alguns anos sobre o ensino
e 3 aprendizagem da peometria. Esta aparente misceldnes
decorre da multiplicidade de investigagées, contributos te-
dricos e ideias a que acedi, dos dedos que fui recalkendo g
da reflexlio que venho fazendo sobre eles. Os meus escri-
tos constituemn destaques de aspetos que considens relevan-
tes, que 530 muitos ¢ de natureza muilo diversa, elaborados
nestes artigos com o objetivo de serem Gteis e interessan-
tes para outros professores.

Na vastissima e complexa rede de conhecimenios produ-

zidos pela investigacio em educacio matemdtica, a compre-
ensdo da perspetiva socho construtivista da aprendizagem
& aquela que me suscita neste Momento maor interasse.
Este interesse advém da importincia que passei a dar aos
momentos de discuss3o coletiva na realizacio de tarefas de
geometria & de ter ascolhido os contributos tedricos do sd-
cle construtivisme para estudar, analisar e compreender es-
se5 momentos. Na linha de Investigatao do sdclo constru-
tivismo considero fundamental o trabalho de Cobb, Yackal
e Wood de que destaco o artigo «A constructivist alternati-
we to the representationel view of mind in mathematics educa-
tioh: de 1992 Embara jd com alguns anos, este artigo & re-
correntermente citade desde egoa data em guase todos o
trabalkvos de investigacio nesta aréa.

Deste artigo destaco as trds dimensoes de referéncia do
conhecimento matematico: {T) as formas de conhecimento

dicada
aluna

matematico individuals de cada aluno; (2] as priticas ma-
tematicas partilhadas da comunidade de sala de aula; (1)
as praticas matematicas partilhadas reconhecidas e aceites
pela sociedade em peral. Gosto particularmente de encarar
e representar estas irés dimenstes e o processo de apren-
dizagem da matemdfica por um esquama evolutiva [Ag, 1)
O processos de ensine terfo assim come objetive apro-
Ximar estes rés nivels como proourg flustrar no esguema.
Propositadamente no esquema, a materndtica vdlida nio
desce de nivel 530 as outras duzas dimensdes gue sobem
£ 58 AProXimanm.

Na andlise dos momentos coletivos vividos na experi-
fricia de ensing que realizel, tenhe procurade identificar e
compreender estes trés niveds bem comeo as relages entre
eles, a sua complementanidade e 3 evolugdo que o proces-
50 de ensino pode permitir realizar. Ha dois exemplos gue
considera interessantes para discutin

O primaing exemplo diz respeito 8o concarto de Angu-
lo rete, O reconhedments de um Angulo reto em qualquer
psicED, Isolado ou como elemento gue faz parte de uma
figura geométrica, & uma competéncia comum na matema-
tica. Mas experiéncias realizadas e que tém side referidas
nestas notas (E&M ns 116, 118, 131, 132, 133}, esta neces-
sidade esteve presente para decidir se determinados para-
lelogramos eram ou nio retingulos. Mas discusstes que
ocorreram houve uma sobreposicEo da matemidtica partilha-
da com a matematica dos alunos, a partir das Aguras feitas
por eles e que constituem a sua matematica. Destaco a he-
terogensidada na matemdtica dos alunos, com diferencas

e - ’
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significativas entre a matemidtica de cada aluno, ¢ o moda
como este pontoe de partida permitiv encontrar patamares
COMURS pard & materndtica Flirliﬂh-ﬂﬂ-l & SO mEnte cormg.
trufda, Alguns alunos (3 eram capazes de identificar corre
tarmente o3 Angulos retos sem serem capazes de verbalizar
a3 justibcaghes, outros ainda tinham difculdade am desta-
car o5 dngulos come elementos de uma hgura. Na sxperi-
encia realizada, a introdugie do deteton ce ANEUDSs refos &
ERSTEQTEI |423I;:i¢- S-Igl'llﬁtﬂl'l":'l pext fockos a5 ARIN0S CONSITu
@ frew ver uma boa aprommacio & matématica secalmen:
e acelte — g utilizagio de um objets que permite identi-
ficara medir ingules, o transfaridor. Mas mais do que dis-
50, o5t objoto & uma chicaz representagio do dngulo reto
corree urn quarte de volta. Este aspeto valoriza-o ainda mais
pols parmile construiro concedta de angulo relo lotaimen e
independente do sisterna de unidades de medida (fig. 2).

E rruite comum ouvirmos definir Anpula reta com wm
Snguly que mede 90°, Esta debnicio nic & a mais correts
porgue ndo £intuitiva, nem indspendente da nogla de me-
dida e de sisiema de unidades de medida, © Inguko reto &
o dngulo de um quarte de volta ou de metade de uma mela
volta. Esta idela, realmente inuitiva e poderosa, valoniza
este objsts porque justapondo dols detetores de Sngules
retos obtemos um dnpule raso (R, 3).

Com esta justaposic#e de dois detetores disceto um ou-
110 A% peto relevants di matematica [.I‘r'lﬁllh acka Ue VVEmos
nesta experiéncia. 0% alunos construlram naturalmente qua:
drildteros com Angulos agudos, retas & obiusos que passa.
rarm a ldentificar com facilidade, Quando a aprogmacio a
um reto gra grande, g isso aconteceu muitas vezes, apran-
deram a recorrer ao instrumento de comparagdo, o detetor
de Angulos refos, Entre oF quadrllén.*fm Consinaidog |‘}E'|!.‘-‘£‘
abunos, surgiram naturalmente al guns que fEo erim conve
W0s & pof B0 com dngulos maiores do que um raso. Este
tipo de dnguls teve de passar 3 ter um nome, chamdmaos.
Ihes «super obtusce, Para mim constitui um bom concei-
to dda realernidtica partilhada pois fol bem aceipe pelos alu.
nos, com significado & com a possibilidade de verificag@o
a partir da justaposicdio de dois detetores de Ingulas refos
(fig. 3). Mas serd este conceito da matemdtica partilhada
urma boa apravimacio & matemidnica soclaimente acsite?

Mas livros de matemidtica portugusses, um dngulo maior
do que um raso @ designado por cncavo, No entania, em
livros americanos, &ste tipo de Angulo & considerada coma
dngulo refleso [reflex angle], Considers que nesta perspe
tiva assumesse uma classificacdo mals coerente dos dngu.
log: apuda, reto, abtuse, raso e reflexs (Musser, Burger &
Peterson, 2006}, Estes avtores, ao introduzirem esta clas-
sificagan e nomenclatura, associam-ns a0 objetivo de que

GEOMETRIA NOS PRIMEIROS ANOS

Figura 2

P o
Figur; 3

o5 alunos salacionem e apliquem técnicas @ instrumentos
para obter com precisiio & medida de um dngulo

Destace esta diferencs inlema 3 propria matemdtica so.
cialmente acelte. Parece-me uma reflexio Gtil para a com-
preensdo dos trés niveis que apresentei no infcio. O uso de
dassificaches e designagdes diferentes na matemdtica nic
aoomtece apEnas na geometria, Ha outras situagiies am gue
vale & pena o3 professores refletiremn sobre 2ste conceito de
matemdtica socialmente aceite & terém consciéncia das di-
ferencas entre comunidades de ensino da matemdtica dis-
tintas. A decisio de escrever sobre o Sngulo reflexo decor-
reu de duas apresentacies pdblicas que fir deste trabalho
e em que 3 designacio de ssuper-obtusce: foi questionada
por alguns professores, Defendo que passemos a utilizar
0 ORI T de A Ui refiexo, ESpEra que esie Dealo seja &5
clarecedor e dill
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Geometria partilhada e socialmente construida (2)

CRISTINA LOUREIRO

Estamas am janeirode 2006 2 estio crisdas as condigBes para
alterar a orientagdc do ensine da matemdtica com base na
programa do ensino bisico de 2013 & na realizagio de ea-
Fries Aos anos terminais dos trds cicles deste nivel de ensi-
ro. Registo por issowm desejo para mudancs do rumo das
ofientacdes curriculares na escolaridade badsica, em particu-
lar no que respeita & promatria, Este desejo tem por base
trés ideias chave: (1) geometria partilada e socialmente
constiulda, (7} sequéncias de atividades ou percursos de
apremdizagerm & (3 recurso d teenolegia, justifico as duas
primeiras ideias chave com uma reflexio sobre o que se
pode passar na 5alz de aula quando se di espago acs alu-
nos Pars pensar ¢ pars mostrar o discutir como pensam,
construindo assim ideias matemdticas absiratas de modo
slgmﬁc ative, A tercebra idela & inevitavel quiands a tecnoio-
gia faz parte da vida didria de todes & nio pode ser deia-
da fora dasala da aula.

Hoje em dia existemn @ muitos contributos relevantes,
baseados em investigagdo, que permitem compreender a
impordncia & o5 efeilos do contexto de sala de aula na
aprendizagem da geametna & mededa, As tarefas, os mane-
Fials, o prefessor e o5 cutras alunes, berm como as sxpeta-
tivas de cada aluno relativamente & turma e & sua prépria
aprendizagem si#o eleamentos do contexto de ensing gie
influsnciam todo o processe de aprendizagem. E por isso
que ik hd disas Turmas iguals ¢ que o mesme prafiessor
pode funcionar de medo diferente am turmas distintas &0
sucessa de um aluno tambdm pode variar conforme a tur-
ma em que astd integrado. Owens g Guthred (2006, p. 97)
ahrmam que =05 estudsntes atendemn seletivamonte a as-
pretod desie contente 3 medida que trabalham mentalmen-
Le CGrht A% Suas perpectes 8 a8 lgam 2 memarias j is-
entess, Aorescentamn alnda gue as imeracdes aluno-alung
berm como a professor-alune no contexto de sala de aula
podem influenciar o que os alunos percebemn e as respos-
tas que die, tante numa perspetiva afetiva como heowrfstica,

Este agonfarmento leva-me a olbar pard urma série de
afirmaghes feiras por alunos numa turma de 3.° ano depols
de uma bonga discussio sobre 3 relagio entre quadrades &
retdngulos @ sobre a construclo da classe dos retingulos

{motas apresartadas na Educagds e Matemdtics n.? 132 @
n. 133), Ne final da aula o3 alungs feram convidados a di-
zer o que tinham aprendide:

Duarte — Aprandernos parcielolopromas, ¢ losengos e ..
Lesnar — Haje aprendermos parmlelogranms,

Danigla — Hoje oprendimes o detetor os fngulos reios
Beatniz — Decobrimod retdigulos que ndo erom retdngulog.
Duarte — Descobrimos rerdngulos especias

£8 — Descobrimos quadrildierss gue oo sife quadrados Hem
ra'.l-&ﬂgul'm.

Huge — Descohrmios lokas retas & o detetor de dngulos raras,
Inds — O quierads f urn reddngule especkal porgue reen f drigulos reros,

As intervengbes destes alunos moswam: & diversidade de
sensibilidade aos vdrios aspetos que tinham estado pre-
santes na discussdo coletiva. O que se tinhaz passado na
realizacdo e discussio cas tarefas, bem como estas inter-
verncies dos alunos, deerminaram o caminho que for e
guide para s concec®o das tarefas subsequentes. A impor-
tincia de delinear esse caminho & justificada por Confrey
g Kazak (2006) quando afirmam que anos de investigacio
de inspiracio construtivista levam a concluir que o suces-
5o da aprendizagem depende da realizagdo de sequéncias
de atividades, cuidadosamants escelhidas e aplicadas de
modo flexivel, gue simultaneamente se adaptem a3 idelas
dios alunos mas gue conduzam tamb$m a barreiras criticas
gue devem ser ultrapassadas.

E importante registar gue o percurso de aprendizegem
trabalhado com estes alunos partiu das classes mais finas
(retingulos ¢ quadrades), experienciadas como subclasses
da classe dos paralelogrames, mas de forma inversa 4 ha-
bitual, isto &, partinde da construcdo de quadrados e retdn-
gulos, figuras muito conhecidas dos alunos. Este caminho
permitiu identificar duas barreiras criticas: a identificacio
de &ngulos retos, coma elemento decisivo para o recanhe-
cirmense de retingules; & construgBo du casse dos retdn-
gulos; tendo como subclasse os quadrados. Estas barreiras
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estdo associadas & outras: a construgao da classe dos lo-
sangos, tenda como subclasse os quadrados: a classe dos
paralelegramaos comoinclusiva para retdnguios e losanges,
e consequentemeante para quadrados; & classe dos guadra-
dos came intersecio de duas classes, retingulos e losan
gos. Apesar destas varias barreiras e das ligaces, o carmi
nho seguide com estes alunos centrou-se na identificaclo
de angulos em quadrilatercs € na ampliacio do papel dos
dngulos como alemento importante para conhecer proprie-
dades dos quadriliteros. Ao estabelecer este caminho abriu-
se amplamente o munde dos quadnlitens e o desafio de os
oganizar am classes 3 partr de propriedades. Deste modoe
foi construlda com estes alunes uma classificacdo dos qua
drildterses quants 4o fdmers de dngulos retos, Reconheco
a esta Classificacdo, ndo standartizada eem classes disjun-
tas, um interesse diddtico muito grande peio desafio que
coloca pols um dos subconjuntos poessivels, o dos quadr
lateras com apenas 3 dngubos retos, € vazio,

A sepuir este caminho centrido no trabatho sobre dn.
gubss feou claramente identificadn s autre Saminho pos.
sheel centrado ne trabathe sobre os lados & as suas relaghes,

bem corme ainda um caminho centrado no parakelismo dos

GEOMETRIA NOS PRIMEIROS ANOS

lados dos quadrilateros. Esta rede de caminhos possives e
ligados uns nos outros ilustra & ideia inicia! defendida nesta
rota de que serd a turma e o professor a delinear um percur-
50 entre 05 muitos possheis. Hustra também a complexida-
ce da rede de barreiras criticas subjacente & compresnsia
dos quadrilaterss, das suas propriedades e da sua classifi-
cagdo hierdrquica e inclusiva. Este & um dos assuntos mals
interessantes mas também mais complexos da geometria.
Pelo facto de trabalhzr a partr de objetos matematicos oo-
muns para o5 alunos pode ser iniciado logo nos primairos
anos abrindo uma série de percursos diddtices possives,
O recursa a urm programa de geametria dindmica pode faci.
litar 2 abordagem e tomar ot caminhes possiveis ainda mais
dezafiantes, mais ricos & mals interessantes. Urna perspetl-
va construtivista da aprendizagem matemadtica terd sempre
subjacente uma rede compless de varios caminhos possl-
veds. Cabe aos professores, preferenclalmente em conjun.
2 mas contertos erm gue trabalham, conhecer esses virios
caminhos & delinear o5 peroursos pars o5 seus alunos,

Registo asgim o desejo de que tenhamos em breve para
& ensing bdshce um programa de matemdrica ou orlenta
poes curricufares perspetivadas para o trabalhio sobre ob-
jetas reaterrrdnicos diversos, com urm enfase deswcado na
resolucio de problemas, no raciocinio matemdtice, na i
sualizacis & na comunicacio, com indicagBes claras & as-
sumidas sobre o recurso d (ecrologia no séu plenas poten
cial no quadre do conhecimente dididtice atual
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Este apomtamento bem por base um eplstdieocornide numa
discussdo coletive nurma sessiode farmacdio de professores,
O problema que [he serve de mate surgiu 3 partr da lden-
tificagio de questdes de exploragio e de desenvolvirmento
com base na andlise de productes de alunos (g 1), Desta-
GO Esie Episddio porgue eu propeia ndo esperava o ineresss
da discussio vivida nerm o seu efeito formativo,

Haverd sigum quadrilitars comr 3 dngaos obtusor?
Se st o precta Corsdeale ien e, s o d precho demnrstara
impossibifideds oo consrupdo.

Estdvamos a pensar sohre as possibilidades de exploragio
do conjunts de producBes de alunos apresentada na figu-
ral, em que os exemplos tinham precisamente os angulos
retos destacados e pintados a vermelho. A discuss3o acon-
teceu a partir da sugest3o de explorar 30 méximo aquaia
conjunte de figuras.

Isabal — A paviir desse comiinbo de guadnldeeros posenres pedis any
alunes qu aisinafenn 08 Angulos obtues & ool 8 of Ggedos o k.

Mariiaels — b redvanam ie Hid alguen e gue o Srgule reto stgn
mind moreado? Se imo acontecer dpmos um infse Agste romunto de
quadiideeras corn pele rmeaes s danulo seto,

Lulsa— E § wime quie 0f aluncs w8 s covffortados corm wm de-
gut sobre o qual nio sabem que cor wsar, £ um dngule cimeave,

Isabel — Pode sér, mak £ urma espdcie de dngulo obiuso. £ um dnge-
o maior do glse dok retos

Clara — Fu o esa cotegona de Angulos prefra chamar Avgulo arpe-
Fabirwsn precmrraente por ter o do gue dedi reted. Dieeidbraps dar
£33 A0 AU furo em que el surpi aumn afsddade como esta.

Diora — E engrapads que ¢ o desafio de descotirirem quoadrildseros com
condkies, wino quadmidieros difersates, & o eitimale do conconrde-
e com 05 colegns que poce fevar o5 alinos @ sorem cRatives @ @ faze
Feirt o figuras e hhituairente ado hed sporecem.

Lulsa — Mas chame-se mesmo superobiuso? Munce » emse name,
Mo gstd o programa,

Mariaela — A desigriegio foraral ¢ dagule reflaso, Jb thiha conpersae
do sobve mso com o Clem, Lemray no «Caderm de apemiamestes da
pearictiipe da Educagic Materndifca 0, T em que s exploa g si-
riln di ser deiE pome.

Isabel — Eu posto dessa designopde. Jd reparmram como ale ¢ signi-
freativa par a5 alunas? £ afinal hd tantes quadrildterss que poden
per anire Begulo destes,

Esta discussio ajuedou a reforcar o interesse na tarefa, Euma
situaclo tio simples que parece pobre. Porém, a discusséo
faz-nos descobrir o seu potencial para o desenvoliimento
do raciocinio geométrico e leva-nos a pensar que, na geo-
metriz elementar, b4 caracteristicas, propriedades e classi-
ficagies dos quadrititeros que podem ser muito estimulan-
tes pars proporcionar situagies de aprendizagem,

|Luisa — Qwtra idein pom pediv eas alvao: era o erperiregio desses
qumdrildigrns am fomilies o pesiv do admes de dngulas reeas,

Isabel — Sim, viio surgir 3 classes, Sdcom T dnpwlo redo, 56 com 2
dngulos reves & cot 4 dngulos refos.

Dora— Dessa classificopdo salta loge a wentode de gfirmar que ndo
b rgrfaurn exernplor posg wrea closse forrade pelos que Wen ape-
ras 3 dngules etex. £ comsequenternenie a curiosidmls ol querer par-
reber pravijue & QU S meovIEenE,

Lufsa — CF que eu gosto nesta epanizegda em fomilios # que po-
derrns sérmpre tetar descodinr mion exeraplonss do mesme famifia

Manuals — Concordo totolmente cony o Lufsa, £ por issa gue o es-
Fou indngeds o terdor descobdr wm guadrildiens com 2 dngulos 0biu-
5o, Meste conjunto ndo estd menfam, Serd que @ impassive de obter?

Isabel — fd repararmm que ¢ quaddiidiers F qume que tem 3 dagu-
Ios obpusos, Mg dotves s impoasivel. Quanilo wes dagulos de guia-
dildrsre abirem rials o5 oWt BAm que fechar

Manuels — Pois & ado podem afrir todos. A somo dos ﬂﬂguh': inker-
g ol e guadeidiers TR0 ¢ por a0 e poder Lados serobiusns,

Francista — E dd Hresmn jeite spbermos que a some & 360°, Estow
descordfiodn de que conseguimos obdar um corm 3 drngulos obiusos.
Afnal 100+ 1 4 100 + 60 def 160 & @ssim poderemmes Ber amm exem-
plar com g5 comdipgdo.

Isabel — At parese gue pode ser possivel Mas 2w acho que neg &,
EROU ool @ Sxperiteniar consirulf wie ensmgio com harras artieu-
fodgs, Cheandp abro mars o3 lados parg ter a5 1 degulos ehaeses fine
o precisar de um quinto Wde, Ndo se comsepue. E reeimo imposiivel,

Lufea — isto f mesma desehanie. Mo peoplano ndo estamos o son.
segwilr Apahinm. Corm as barmes o estanms @ consegulr @ atd pore-
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o8 Quer estomios a mostrara impessibilidode, Mis eu ocha que os ol
cales gue a Franciscd fez nos ajwdam o dudar. Virmos experlmeniar

comn pape!, [dpis, figun e transferidor.

Manwela — O agul estd wma boo medo para ou ter qee fozer wna
CRAEIRAETO o,

|sabel — Acabe de consepuir consirur wm com s bares articuladas,

O peopianc e as barras zrticuladzs sdo instrumentos limi-
tados. A impaessibilidade com estes recursos ndo garante
impossibilidade de existéncia de um exemplar com deter-
minadas condigies. Mo entanto, sio suficientemente ricos
para nos possibilitar um munds bastante amplo de possi-
bilidades. Para criancas peguenas, no 1.7 cicko, & desejavel
que estes mateniais manipuldveis sejam usados na apren-
dizagem da geometriz, mesmo quando comegam também
& Usar programas de geometria dindmica.

Manwala — £ jd wiram que fd iropgzies ¢ quaese-tropdzios? Explonr
0 QUISE-FrapEIios & s MBSl pois ev-noes O aruessio do
gur 530 retas parpielas ¢ de como recorhectlas L isse ne «Codermo
e oporniamanios de grameinime di Educagio & Matemdiica w.” 713,

leabel — O tropdaio W end dumo posiple pessa Somim,

Dora — Esle conjunte di figuras of muits feiro. Vaeos puosdd-lo £
pora wsar 0 prdxime ano, fando ma 1% como no 27 ciclo

Lulsa — E e pe 3% cicho, O quadridterss 580 wm mundo
Todey cobsn Iroderenaaets sobve sles que pode propordinar dpendiza-
gens significativas de geometia ao langa de focda o sscoleridode. £ re-
almente o raciocimlo geomdinico que podemos audar a desenvalver.

Franciscs — £ Kgo-s corm owlres assentes. Agons apetece-me altar
parn extes quadmidless ¢ descobvic s hd olpuns sguivaienies.

Isabel — Aposto gue sim, E jé estau @ retingr o gue 580 congrientes

Francisca — Parece-me gue o Cé o G idm a meima drea, £ o JPEo
G £ o PP Parecem todos ter o mesme temanfa T Hoverd el com
eV dreg que o ouknos?

Maonues — € lambdm pos persar ai dasealinle o quie taea a miekor
drec. Serd o quadnildtern LT

Clara — E gual £ o quadnildters com o meaor drea gue conseguimas
corskauir Ao geopdane? Clove que d o quadrads de 1 por L E por 20
mesme d aguele que 0d jeite escobher para unidade

Francisca — 5 encolhfssarmos ouiro quadridten pom uwdode ida-
mas terdificuidages mr obtenpao dat drees. A particdas dregs podemas
ERLR R e racioras, Bk discussTo gode ser ietemmindial,

Dera — Temtes ldeles pary tods 08 aoes @ v toude ¢ ere. £ estg-
mmras @ concilior aguisido de coakscimentas cm dassavolvinreais do
rueioelevs, Viehdmes rpdoessente o proaprama da bdsico de 2007,
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GEOMETRIA NOS PRIMEIROS ANOS

Geometria partilhada e socialmente construida (4)

CRISTINA LOUREIRO

Quantos caminhos ha para ensinar geometria nos primei-
ros ancs? Por onde comegar? E depois de uma atividade
bem sucedida que outra tarefa escolher? Claro que depen-
de dos objetivos estabelecidos. Considerc que a aprendi-
zagem da geometria permite varias abordagens e muitos
caminhos possiveis. As experiéncias que tenho feito, bem
como as que tenho acompanhado, mostram isse mesmo,
E por isso que aprecio especialmente esta ideia de geome-
tria partilhadz e socialmente construlda que ocorre quan-
do se dd espago aos alunos para pensar e para mostrar e
discutir como pensam, censtruindo assim ideias matems-
ticas abstratas de modo significativo.

Gosto de pensar na ideia de que o professor pode Ir regis-
tando e organizando, ao longo da sua vida profissional, uma
sérle de sinais de alerta verdes, isto &, boas Ideias que vém
dos &lunos e gue the dio pistas potencialmente ricas para
desenvolver ¢ trabalho. Um desses sinals estd presente no
didlogo apresentado pela professora Graga Pereira (Perei-
ra & Serrazina, 2015, 40-41) na descricdo de uma experién-
cia que fez com os seus alunos do 4° ano, com recurso @o
GeoGebra para a resolug3o da maioria das tarefas propos-
tas. Apresento um recorte de um dos muites didlogos apre.
sentados nesse artigo.

"Professora — Fizeram diferente? Entito vamias albar para afi e vo-
mos ver se hd algum repetido.

Maria — Sim hd, Hd dois meios trapdzios .,

Professora — Ha dois qué?!

Marna — Agueles que sdo metade do trapézio

Professora — Metade do trapézio! Explica I isso. O que ¢ isso de
melo vrapézio? Explico (d,

Mana — £ assim professora. £ metade do trapézio. (Maria fei mos-
trar o trapézio a0 quadro)

Mana — Este ¢ 0 meio trapdzio [Mana apontava o trapézio retdngulo]
Professora — Porque é que dizes que ¢ um melo irapdzio?

Luisz — Porgue ¢ nds fizermas outro go lado, forma um trapézio.
[Completou 4 Lufsa)”

Como descreve a professora, a aluna desenhou a cutra me-
tade e obteve um trapézio isésceles. Hd aqul um destaque
significativo felto pela professora ao compreender o modo
como estas duas alunas estavam a ver o trapézio retangu-
lo, do qual ndo sablim o nome, relacionando-o com o tra-
pézio isoésceles que [ conheciam, Mas o didlogo continua
COMm Uma outra Intervenqgio.

"Outro — Professoro eu cheguel & conclusdo que ndo existe
“meio-trapéno”.

Professora — Tu achas que ndo existe “meio-trapézio™!
Outro — E wapézio ou ndo trapézio,

Lulsz — Nelson, nds estamos a chamar “meio-trapézio” porque se
nés o partirmos em metade [referia-se ao trapézio isdsceles] fico-
v como este [referia-se ao rapézio retdngulo] e nds sabemos como
s¢ choma este.”

No artigo em referéncia, as autoras desenvolvem a andlise
dos trabalhos e didlogos focando-se na visualizagdo, nas
imagens prototipicas e nas propriedades dos quadrildteros,
Para mim 4 um excelente artigo em que esto bem eviden-
ciados e sustentados os racioc/nios dos alunos e o modo
como podem Ir construindo a classificagdo hierdrquica de
guadrildteros. Sei que este episddio do “meio trapézio” foi
muito significativo para a professora pois j4 conversdmos
sobre ele. Foi um sinal de alerta verde.

Estas alunas, que sentiam liberdade para pensar sobre as fi-
guras e para dizer o que pensavam sobre elas, dio-nos uma
pista muito interessante para refletir sobre os nomes das
Rguras geométricas e das relagbes que podem estar escon-
didas nas designagdes, Dio-nos também Idelas para pro-
por novas tarefas.

Porque rozdo um tridngulo com um Angulo reto se cha-
ma tridngulo resdngulo? Hd alguma relagdo entre um
tndngulo retdngulo e um retdngulo?

Um tridngulo retdngulo ndo é um melo-retdngulo, no sen-
tido que estas alunas deram ao meio trapézio. E isto acon-
tece porque a diagonal do retdngulo s6 é eixo de simetria
na situagdo particular do retangulo ser quadrado. Porém,
é muito comum ser afirmado gue a diagonal de um retan-
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gulo é um eixo de simetria (Fig. 1). A este propésito uma
tarefa exploratéria que pode ser produtiva é partir de um
tridngulo qualquer e explorar quais s3o as figuras que se
obtém por reflexio de um dos lados do tridngulo. E obvia-
mente uma tarefa para ser realizada com o recurso a um
AGD & em que s¢ deve pedin sempre para qué o aluno pre-
veja 0 que vai acontecer antes de experimentar. A percenta-
gem de previsdes de obtencio de um retdngulo quando o
eixo de reflexao for o lado maior do triangulo serd enorme.

Figural
Porgue razdo um trapézio com um eixo de simetnia se
chama trapézio Isdsceles? Hd aiguma relaglic com o
tridngulo isdsceles?

Porgue razdo um trapézio com um lado perpendicular
aos dois lados paralelos se chama trapézio redngulo?

Uma tarefa exploratéria que pode ajudar a compreender as
razoes destes nomes é partir de um tridngulo qualquer e
fazer um corte paralelo a um dos lados, Que Rguras se po-
dem obter, tendo em conta as caraterfsticas do tridngulo
de partida? (Fig. 2)

f
| A k\
Figura 2
Na sequéncia de tridngulos e quadrilateros da figura 2 faz
sentido considerar todos os quadriliteros como trapézios
porque t&m um par de lados paralelos. No entanto, enca-
rando o ditimo quadrildtero isolado (Fig. 3) poucos alunos,
e mesmao alguns professores, o identificaria como trapézio

pOis N30 encaixa bem na Imagem prototipica que téemos de
um trapézio.
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Figura 3

Como muito bem ilustra o trabalho da Graca Pereira, o tra-
pézio é 3 classe dos quadrildteros menos intuitiva para os
alunos considerarem como indusiva para o paralelogra-
mo. Por isso, ao longo da escolaridade, faz sentido que
o5 alunos trabalhem com trapézios em atividades que se
complementem.

Esta discussio sobre o8 nornes das figuras e as relacdes qu
eles sugerem est3 ligada 3s questdes lingufsticas. Bartolini
Bussi e Baccaglini-Frank (2015), discutem a relacdo entre re-
tingulos e quadrados como o exemplo paradigmitico do
conflito entre 2 experiéncia percetual e as exigéneias tedricas
da definicio materatica. A propésito desta situago fazem
uma referéncia 30 modo como os chineses representam,
em ideogramas, “quadrado” e “retingulo’, mostrando que
© “quadrado” ¢ visto como “uma forma com lados iguais®
e o retangulo come “2 mesma forma com lados mais lon-
gos" (p. 392}. Estas investigadoras evidenciam assim que
para as criangas chinesas as duas formas lingulsticas expli-
citam claramente uma relagac entre as formas que facilita
o entendimento da relagdo inclusiva entre as duas classes,

Vale a pena dar espaco 30s alunos para falarem sobre as figu-
ras que constroem. Descobriremos certamente designagdes
claramente marcadas pelas suas expenéncias percetuais.
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O desenvolvimento do raciocinio geométrico

e espacial*

CRISTINA LOUREIRO

Craciocindo geomdtrico e espacial sdo Indissocidvels, afirmagio
qui justifica a escollia do tiulo deste artigo; escrito com o
propisite de apresentar as idetas poderosas qui a investigagao
educacional tem trazido a0 ensino da geometria. O ponto de
partida € a ideia de que o raciocinio geométrico se constrd
que o5 alicerces desta construgio sio determinantes para toda
2 aprendizagem da geometria subsequente. A sua orientagio é
a procura da conciliagio de um ensino da geometria baseado
no rigor do raciocinio geométrico com o sentido das formas e
das relaghes peomeétricas. Assim, embora oz idelas apreseniadas
ke Foquem pencipalmente ns eduescio bésles, die cobre toda
o aprendizagem da geometria. A orbentaglo do texto ndo
eoveredou por uma abordagem temdtica da geometria ¢
ndo hi referéncias a nenhum tema em particalar, £ um texto
natiralmente incompleto @m que procurel responder @ wm
desafio de forma tambeém desafiadom.

{1 textoesta organizado em trés pontos encadeados, sendo queo
altimo constitui nma espécie de conclusdo: 1) Aspetos especificos
do ensine ¢ aprendizagem da geometria; 11) Resultados
decorrentes da investigacio neste domindo; 1) Desafios que
se-eolocam Ioje b investigacho

2 ENSING E APRENDIZAGEM DA GEOMETRIA —
ALGLINSG ASPETOS ESPECIFICOS

Crmumndo da geometria ¢std o mudar cosdltimes anos t6m dado
um novo brilhe a este campo do conhecimento matemition,
afirma Joseph Malkevitch, Farm este matemitioo, a geometria,
giier e Jonge da isoria se desenvolveu enire o inferesse
i desericho do mundo fEice ¢ 2 construgdo de sistemas
wxdomdicns, passou hoje do pamo O matemadtica dedicado ae
st das formas e do espago, pars o ramo da matemdtica gque
b o5 fendmenos visuals (Malkevitch, 2009],

Podemos considernr & geometria como uma rede complexa
de conceitos, formas de pensar e sistemas de representacio
qur sio usados pars analisar e imaginar ambientes espaciais
(Battizta, 2047 ) Michao Battistn abhrma que "s makor parts
do rciecinio geométrios & espacial, considerando este tipo de
raciocini como 8 habilidade pars ver, analisar e refletic sobee
ibpetos espaciais, imagens, Flacie e transformagies" (2007, p,
B43L Este investigador destach o papel das imagens ac servioe
il oubris operagdes mentaks e afirma que o mciocinio espacial

proporciohs, simeltaneamente, & entrada e os Instrumentos
para o raclocinio geomdéiricoe formal

A geometria lida com objetos que podem ter uma existéncia
Lisica, com os quais podemos interagin, ¢ estuda lambém os
processos de interacio com esses objetos, E decisivo ter presente
que o5 objetos fisicos, com exisiéncia palpivel ou desenhes,
=0 sempre representacoes dos objetos geométricos (Agura 1L
Esta carateristien especifica do conheciments matemiation
ﬂ|hl||:|.1|.u-|.'- a de todas a2 outms formay de  conhecimento,
conferindo dvisualizacdo ¢ b representagio um papel essencial
ni comprecisio materatio.

B

A —

Figura 1. Dhesenho de um cubo, in "Desenho - Porcecho o
investigagdo bormal® e & nidnke Olale, Colmbra 2014

O raciocinio espacial, nos piveis iniciais do paciocingo
geomételoo, estd lmitsde @ nivel superficial das idetas
visuads. E reconbecido que um dos aspetos mabs inportantes
da edocacio matemdlicadas criangas ¢ que estas desenwolvam,
de modo crescente e integrado, representagoes gue sintetizem
imagens flexives ¢ conceptualizaghes geometricas [Sarama e
Clements, 2009}, constituindo assim o seu reporbdriode imagens
pessoal, progressivamente mais rico, diversihcado, lexovel e
dinimico. Além disso, deve ser dado énfase aos processos pelos
quais os alunos progridem da ardlise de fguras particulares
para abstraphes gerais de classes de Aguras, bem como, a8
M2 CANISmos que permitem usar conceibos geométricos shetratos
e formais para analisar figuras particulares {Battista, 2007}

Investigar sobre s varios Lpos de rackocinie geonétrieo implica
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investipar sobroos virkos aspetos do meiscinie espacial quo lhe
estan asociados. Esta carateristica do raciocinie geométrico tem
oficitacdo o foco da investigacio em geometria principalmente
fEr o procesios cognilives, Embor a natureza secial da
aprendizagem s hoje considerada oomo um dos aspetog
s relevanbes po ensino, ¢ reconhecido que poucos esiudos
temexaminado o aprend Eagermn da geometsia nests perspetivi,
Mantémese alnda hole o afiemacio de que os Investigadores
ainda nio sabem ¢ suficiente sobre como as virias componentes
da pritica socizl influenciam a construcio pelos alunos dos
Canceitos e raciocinio geométricos, muito embora a investigacio
nesie dominio tenha vindo progressivamente a integrar as
dimensbes de communicacio matemation ¢ 35 perspetivas socinis
da aprendizagem (Battista, 2007; Jones & Trekalki, 2006)

E amplamente afirmade que 8 maior parte da imvestigacio
At ms ensing e aprendiaiem da geometria estd focada m
utiliacio de amblentes computacionals (Battista, 2007; nes
& Trekaki, 2006, Esta atiagio, a cxpressso & do proprio Batista,
leva alguns autores a tentar compreender porque razdo o ensino
¢ a investigario em geometria abragaram a tecnologia talvex
mais entusiasticamente do que quabguer outra irea da educacio
matermitica. Um dos aspetos identificados estd precisamento
ra riquers gque os ambientes de geometria dindmica [AGD)
proporcionam 1o processo de fazer geometria, permitindo a
cada um explorar ideias geomdtricas de modos diferentes, e
indiscutivelmente melhores, do que exploracies de papel o
lipis, ampliando significativaments o habilidade pars cxominar
grandes conuntos de cxemplos rigorosamente constroddos,
infundindo movimenios dinimicos s investiacoes (Battisia,
2007},

Interdependinca entre raciocinio geometrico @ raciocinio
espacial. com envolvimento da visualizacio, necessidade de
maior stencio ao papel dos aspetos sociais da aprendizagem e
o recurso & ambdentes digitais sio trés circunstineias cspocificas
da investigacho sobre o ensino ¢ aprendizagem da geometria,
que ajudam a compreender a sitnacio atual da ivestigagio
rwste dominio.

IDEIAS DECORRENTES D INVESTIGACAD NO

DOMINIO DA CEOMETRIA DETERMINANTES PARA O
CURRICULD E PARA A FORMACAD DE PROFESSORES
Drestacy quateo- ordens de idelas chave come basilares para
pemsar o ensine de geometnia boje, sefa do ponto de visis
curtleular ou das priticas de ensing @) 8 estrufuragioe do
rackocinig geométrice bl a ligocio 3028 o) a5 tarefas ¢ o8
ricursos, di o desesvolvimento do raciocinis geométricn do
professor

O modelo de van Hicle para o desenvolvimento do raciocinio
peométrion ¢ considerado como o melhor ¢ am dos mais
significativos para dscrever coamo & gue 08 alines constroem
conceotes matemiticas (Sfard & Cobb, HM4) Este myodelo,
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desonvolvido o partic do fim dos anes dngquents, tem-como ideia
base fundamental o pressuposte de gue o raciocinie grométrice
evelui stgunde piveis de compreensio de complexidade
cresceme, Fsando sucessivarmente desce o nivied de visualizscio
el i, abstraciho, dedigiio e rigor Segundo o teork de van
Hiele, o progresso do o paclocingg geoméirioo [az-se por niveis
discretos, sequencials e hierdrquicos, Este modelo & consistente
com A perspetiva construtivista da sprendizagem e constitul uma
teoria til para entender o progresso a taxer pelos estudantesa
medida que o sew raciocinio gepmiétrico se desenvolve [Battista,
20038]).

Existe um consense do que o objetivo destes niveis nfo seja o
die elassificar o raciocinks do cada estudante, Os descritores
e caraterizam cada nivel sio dteis para identificar aspetes
importantes do rciocinie geometrico ¢ devem seroonsiderados
COH) gukas pank 4 ensne gue o prodessor s propdss G
Para desenvolver as copacidades de raciocinie inerentes 3 wm
v @ ecessinio ter em consideracio o desenvalvimesnto de
capacidades e conceitos inerentes & um nivel anterion. Por
exemplo, para compreender a dassificagio de uma fgura
gromrica {terceiro nived, abstrato/relacional} @ necessario ser
capar de caraterizi-la tendo em conta as suas propriedades,
descrevendo a5 rebactes espaciais entre as compomsentes da figura
{segundo nivel, deseritivo! analitico). E precisamente entre estes
doks niveds que se situam os conceitos geométricos fundamentais
da geometria elementar proprios da educaciio bisica, Tem sido
identificnde pola investigagio que muitoes estudantes no finnd da
cducacie bisica ndo aprosentam indicadores de descrvolvimenito
dho sen meiocinio gesm et non inerentes ao terceivo nivel, © mwitas
VIS T Seuer inerenbies o seguncdao,

No que respeita aos niveis mais exigentes, facilmente se
compreende que estefam relacionados com a escolaridade mais
avancada. O quarto nivel, dedugio, é merente i capacidade
e elaborar uma sequéncia de afirmactes que justifique wma
conclusio como consequéncia dos dados de partida. E o quinto
nivel, rigor, inerente & capacidade de compreender o préprico
sistema axinmation,

Mum dos arigos mais recentes do askoria do praprio van
Hiele, este investigador afirma gue “pensar sem palavras nio
¢ pensar” e gue o desenvolvimenie do ractocinio geomeétrice
depende mais do enstno ¢ das experiéncias vividas do que da
idade ou de quakquer outro tipe de matursdade do aprendente,
Paravan Hiele, o ensino deve promover o desenvolvimento do
raciocinio geométrico através de sequéncizs de atividades que
possibilitem a integracho progressiva de novas aprendizagens
e conhecimento gue o estudante jd possui [van Hiele, 1999),
Ao bngn dos anas este mosdeto tem sado estudado, melhorada,
apficadee doservolvidao, dando também origem a outros maodikos,
Mo entanto, 05 suas ideins fandamentais pormanceem, O modelo
e van Hieke ¢ considerado ainda hoje como particalarimente
robuste ¢ com lmpacto ¢ Influéncls pa iovestigagio e na
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aprendizagem (Sfard & Cobb, 2004}, Scgunde csbes autores, a
idendiffcagio do papel doensing na mudanga cognitiva ¢ o foeco
i Einguiigem comon princigsl Bior dessa msdanica comirilneem
paraa fcilidade de conciliag ko deste modele com as abordagens
ceniradas mo deservolvimento dy comunicacio matemaiic,
Um des desenvalvimentos do medelo de van- Higle & o modelo
de estruturacio de Battista que constitui uma erientacio muito
itil do ponto de vista diditico. Este investigador, a partic de
prperiéneias de aprendizagem realizadas com o reenson AGD,
desenvodve 3 ideia de que s aprendicagem da geometria tom por
base o conceito chave de estruturag e, sendo esta de trés tipos:
cstruturacio espacial, estruturacho geométrica ¢ estruiuragio
lgicer bormal (20003, p. 138],

A estruturpgio espacial, entendida come g operagio mental
de construgho ¢ ofganizacio po espaco de uma forima ou
obfeto, ou de um confunio de ebictos, deferming o percecio
o elisfestor e bnbegrs o ideptificacio de componentes do objetoe
oestabelecimento de relacdes entre componendes e oemsoslos,
Por exemplo, o mesmo ohjeto geométrico, o paralelepipedo,
pdmite mais de gue uma estreturagao ospacial, Pode ser
encarade coma um sdlide compacto em que se destacam seis
faces petangudanes, comao uma pilha de retanguios todos iguais
SOLpEpasLOs, SO LR PRLIUTnr oo mgual se destacam as
AFERTAs, o o uma supericle desmontivel composta por
Erés pares de retingulos ipuais. Ao ler cada wma destas quakio
deserigies diferentes, propositadamente apontadas squi sem
quabquer representacio viswal associada, dealizamos uma
imagem mental do paralelepipedo. Mo primeiro caso a methor
imagem & a de um solido de madeira, no segundo, de oma
resma de papel ou de um pacote de bolachas cream craker,
na terceirn, de uma estroturn beita come palhinhas oo, mais
sofisticadaments, com polydrons, e, no quarto, de wma eaiza
de cartio facilmente planificived, Qualgquer destas estruturagdes
espaciais do paralelepipedo nos remcte para caracteristicas
distintas deste policdro, todas clas importantes ¢ necessiring
para 3 sug cencepiualizagio grométrica. Percobemos que a
et espacial do parabdepipede ndo se ssgol numa
v imagem, Fsica ou mental, ¢ que todas elas poderio er wm
praped distinge, Além disso, mpldamente também percebemas
gue hd outras estruturaghes possiveds, por exemplo, a disposicio
de um conjunto de cubos todos ipeais, dispostos em camadas
ipunis quesao formadas pele mesmo mimero de barras iguais.
A petrufuragio espacial & condicio indispensivel i compreensio
i estrituracho das medidas geométricas de comprimente, drea
evolume o das relagies entro olas [(Sarame & Clements, 20049),
A eslruliirgio geoméln i deseieve s estrulurigio espacial em
termos de conceitos de geomettia farmal. 15508, na estrutuagio
geometricn de uma situagio espacial, o sujeitous os conceitos
de geometria come Angulos, declive, paralefismo, comprimento,
retingulo, sistemnas de coordemsdas ¢ tansformapbes
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geométricas, cntre outros, para conceptualizar ¢ operar sobre
uma dada sibuagdo. Para gue 3 estruturagho geomiétrica fca
sentide: para alguem, ola terd que evocar uma estrulimgo
espacial adeguada.

Por exemplo, para relacionor os elementos faces, arestas ¢
virtices de um paralelepipedo, o estruiars espacial 2 evocar
deve seraestrutura de polydrons. Mam glentificar o paralelzsmo
das faces do paralelopipodo & sspnificative eviocar uma pilha de
retangulos jistapostos,

Por fim, Battists considera a estruturacéo lagice formal, ns
qual sr oTganiz os coTeites gronEices on a5 cstruinras
gromerricas num sistema e que especifica as relaghes que podem
ser deseritas o estabefecidas ateavies de raciocinio logkco. Para
chegar d eadrotors Iogica, o individuo deve organizar logicamente
enpjuntos di LIII.IE'I-I'i.L"C"lidIC""-.

Sopuindo o exemplo dos paralelepipedos, & nesta estruturacio
gue encaramas o cubo como wm paralelepipedo. Para o faxer
percebe-se o sentido de evocar uma pitha de retingolog
justapostos ou uma superficie desmontivel farmada por tros
pares de rebdngulos iguais ¢ associar s qualquer destas imagens,
pilha ou planificagho, ¢ quadrado como elemento da clisse daos
retangulos, Deste modo organiz-se a classe dos parakelepipedos
i perspetivi dnclusiva, de dasses  hismarguicamente
H|T1,=§r:'||.'|'.1x By e RS Classns,

Este exempdo apeda-nos & compreender a importaneia destes
trés tipos de estruturacio ¢ a uhilidade destas ideias para a
elaboracis de taredas de aprendizagem o para o planeamento
do ensing, O exemplo ifustrative do paralelepipeda foi escolhido
intencionalmente por apongar um outro aspeto determinante
na estrpturacio geometrica. o ligacan 20-30

Figura 2, Fofo de esenltum de are pablica de Artar Bosa (Lisbog)

e ';Qc.‘lla-{llli'ldl'.'ll:‘ll.m.
— Mas tambdéom retfingulos

Hii retimgulos de grossuras diferentes, wm & mals grosss,
outro ¢ mddic ¢ o oubre & fino”
Estas afivmagies de trés eriangas sko wimexcerto de unm didogs,
ocorthdo no jardim de infincla, 2 patir da observag 3o da uma
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esculiury composta por parabelepipedos de virias dimensbes,
coin espessuras vincadamente diferentes, em que deds deles
&0 aproximadamente cubos (figura 2 Este deidogo serve pars
introduzira discussiio do lugar relafive das Tgaras 200e 30, uma
chas (ueesties que s coboca sempre na organizacio do ensing e
aprendizagem da geometria, Deverio seras figuras 30 encaradas
primekoo que as outess, pebo facto des objetos Erdimensionais
gerern mials familiares poru as eriangas? johnston- Wikder e
Mason (2005} respondem 3 esty questio ao defenderem que
tanto o geometria solids come a plans devem ser eisinadas
e meador infegrade, O que ¢ importante, & qgue o oo scjn o
FacioCinie geoieLr o ¢ el exige trefas gue envedvam os alunons
i inanip ks apropriadas, que proporcioncem oportunidsdes
para dar senfico fs relandes ¢ pari ver essas propriedades comio
invariantes, independentes de uma sitoag o particular, ¢ passar
A eaciocinar com base nessas propriedades,

Sepundo Jones ¢ Teekakl (2016) o investigigio tem mostrdo
e s dificuldades dos alunos em visualizar e explicar os seus
raciscinios podem ser devidas 3 [zlta de experéncias privias e
g déhil desenvalvimento de imagens mentais, [deia que confers
uma ralevineia espocial i tridimensionalidade o & nocessidado
de g articular com n bidimensionalidade. Os objotos roais sio
maieritariamente tridimensionais ¢ maitos desenhos a duas
dimensdics sio representacies de abjetos tridimensionais, Ainda
segundo estes investigadores, os resultados de estudos em que
as Larefas espaciais combimam Ogurs geomeétricas 20 ¢ 30,
apomdas por ferramentas tecnologicas relevantes, coniribisen
para o deservalvinento das capacidades @ do conhecimento
inerertes ao raciocinio geometrice ¢ espacial, confirmands
asim o importante papel dos ambientes ternobigicos no
desenvolviments deste raciecinic.

A perspetiva de estruturacio que discotimes: aponta para a
necessidade de ir conpugando ao longo da escolaridade tarchas
quie cosmibvinem o deservoivimerta do raciocinin genméticn com
o desenvolviments de raciecinio espacial, associados sempre
a viswalizacio. E tendo tambdm sempre prosente a naturoza
ahstrata dos obietos ¢ conceites goomdtricos ¢ 2 necessidade
de quee cles e as aghes sobre eles s sustentem num universeo
pessual de imagens meniais ricas e dindmicas, A investizgigio
tern mastrado (fones & Teckaki, 2006) que a visunlizaego & wmn
reuisite para demonstiar e resolver problemss em gesmetrin.
Tanto as representacises visuals como o processo pelo qual
estas s¢ desenvolvem sbo indispensiveis para a obtengio de
solugbes ¢ para construcio de demonstragdes. Mo enkanko,
estes investigadores consideram que ainda sio limitadas as
pesguisas gue relacionam a visulizacio com o desenvolvimento
de processos criativos, muito embora afirmem que os AGD e
o recurso a lecnolegias digitais oferccem novas possibilidades
para o estudo da visualizacio de objebos geometricns,

Estas orientagdes conduzem-nos pataralmente 2 encarar o
professor, o principal responsivel por omgueestrar o ensino.
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Para isso retomo o modelo de van Hide, pois wma das suas
capateristicas mais significativas é gue ede se zplica o qualbguer
apréndente, Esfe aspeto explica a inportincis gque este modelo
fem bide pa compreensio do desenvolvimento do rackocinio
geaméricn dos professores @ tem influenciado muita da
tavestigacio sobre o s formagin neste dominio, E por o
fue & adegusdo comparae a investacio sobee o conheclmenio
geownitricn dos professores recorrensdo aos mesmos referencinbs
usados para compreender o conheciments geométrico des
cxtudantes, Jones ¢ Teekaki afirmam opoe, “com base nos masmes
referemiais, a investigagio sobre o conheciments dos professopes
sebane dliferenies ideins geometricas tem vinde o apresentar baixes
miveds de compreensio geometrica” (2006, p. 139), Para estes
investigadones eita conclisao aponia pam & necessidade de
methorar a formacio de profesores @ de realizar estudos com
propostas que incloam tarefas relevantes, software especificoo
eexploracio de abordagens de ensing,

DESAFIOS QUE SE COLOCAM HO|E A INVESTIGACAD
NO DOMINIO DA GEOMETRIA

Um das mais importantes ireas de investigacao, tanto paraa
pratica de ensine coma para a prodiucio de conbecimenta, esta
mex estinde dos priscessns que permitom aos estudantes avangar
da sun estrfuragio espacil pessoal, diossinerdtiea & auto
bnventada, para o estruburagio geoondétrics formal [Battista, 2008,
Jorues & Toebakl, 2006} Eate avango deve ser encarado de forvo
progresshvamente refinads, com wma erlentagdo recursiva ¢
adaptada & acessibilidade dos conceitos geomdétricos aproprlades
e cada morrento.

De certo modo e como se encarissemos a aprendnagem da
gromedria como um caminho a percosrer, com duas vias lzdoa
lade, & do estruturagio espacial e a da estruturagdo geometrica
piek qbtaal bl Encluidn g estrutiracio gioo formal, As duasvias
vio estabelecendo cada v maks Hgaghes entre 510 A via da
estruturacio espacsl & uma espécie de aliceroe da estruturagio
geomiérica. MNao fax sentido que o5 conceitos geometrices
formais, com uma forte natureza abstrata, sejam trabalhados
sean wima sidida estrufuregdo espacial.

Ao defender a scessibilidade conceptual come dependente de
wirta boa rede de estruturacio dos conceitos, tanto espacial
oo geomeirbea, que progressivamiente se val complexificando,
Michael Battista defende também a dependfncia das interagies
socials que se estabelecem na sala de aula 3 medida e o
ensing proporcion oF andadmes para o construgie dessa
rede, B precisamente ao professor que compete proporeionar
s cofpdighes para o construgio dessa rede de estrutaraga,
Este investigador evidencia o inferesse e conhecer os tipas
o salas de aula que promovam avaborizagio, pelos estudantes,
de justificagies cada ver mais sofisticadas em geometria, bem
comn o8 processos soclls que ojudam o desenvelver esses
progeessos, E precontza o pecessidade de ovestigagan sobee
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e o8 fitores afetives eitde reladonadod com a sprendizagem
el peometrba, nomeadamente ointeresse em ssber qual o sentido
e 05 estudantes o ds idelas comunieadas por outros quando
estas ideias 530 discrepantes das suas proprias idekas o, sendo
consistentes com 15 sUas, s30 expressas numa Unguagem ou
racincinio diferentes.

Podemos conclids que a lwvestigacio tem proporcicenads
idetas ¢ instrumentos poderosos para melborir o ensine e
aprendizagem em geometria e, simultaneamente, gue i multo
por eshsdar e conhecer neste dominke, Apesarde o nosso pals
a Investigagio niste dmbilo ndo sera mals relevante ao nivel
de doutoramentos & de projetos de investigacio Institucionas
car de grupos de investigadores, este dominio de estudo tem
Lo wina presenca slgnificabive em projetos ¢ dissertages do
mestrado realizadas em Postugal Este facto indicia segursmente
Interesse neste domindo e wm potencial de trabalho colaborativo
entre professores de matemstics ¢ educadores matemdtioos,
Toda o raciocinis espacial @ muwiie do racocinie geomdrioo
i a0 exclusivos da Matemdtics e destace o sua importinca
ras Artes Viswads. Importa evidenciar esbe aspeto no moms o
atuzl em que se discute  fexibilidade curricular e em que se
desenham condigtes mais fvordvels para o desenvelvimento
ol projetos curneulares inferdisciplinares. Matemdtica o Artes
Wisuaks sio geguramante uma baa alianga.

Para terminar eonvedo-oa fechar os olbves. Durante uns sinutos
pense apenas em paraleleplpedos procurando exaustivanente
percorrer o s bancs pessaal de invagens, Depols procure na
internet imagens di trabalho divescultos portagnés Jost Pedro
Croft ¢ desafie wm colega de Ares Viauads para realizar wm
projeto de peometria, seja comoriangas do pré-escolarou com
alunos do ensino Bbsioo ou secundirio,
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Curh A bimportancia que reconlen 5 delas deste sducador matensiticn.
" Aprackco ans professanes que, mma Bse de inalizagio, leram osie
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Relacionar, classificar e estruturar

CRISTINA LOUREIRO

Este texto tem como objetivo apontar um conjunto de ideias
ligadas a estas trés agdes fundamentais na matemdtica. A
motivacdo para o escrever decorre de um episodio recente
passado numa sala de aula.

UM EPISODIO

Quantas vezes os professores falam em classificacio mas estdo
a pensar apenas na identificacdo de carateristicas das figuras
e na atribuicdo de nomes? O episddio é simples, porém muito
significativo. Tudo se passa numa aula de 2.° ano de escolaridade
em que os alunos irdo realizar uma tarefa com o objetivo de
trabalhar a composicéo de figuras planas. A professora recorda
e regista no quadro a “classificagdo” das figuras que vao usar.
Embora referindo a classificacdo, o seu discurso reforca
especialmente o nome de cada uma das quatro figuras que os
alunos vao usar.

- -

-
-_'.!,:%'m  oedadlibr uellik,

_-'f_‘".:(_rpr.l:t_-,"w

Para os alunos sdo apenas nomes, sem qualquer significado.
Porém, reparando com atengdo no que ficou escrito no quadro
(tridangulo, quadrildtero, quadrilatero, hexdgono), podemos
notar que os quatro nomes registados correspondem a trés
relacOes entre figuras de natureza distinta. Subjacente a estas
designagoes, os tridngulos estdo a ser encarados como o conjunto
das figuras com trés angulos, os quadrilateros como o conjunto
das figuras com quatro lados e os hexdgonos sdo vistos como
um subconjunto do conjunto dos poligonos, o dos poligonos
com seis lados.

RELACIONAR PARA CLASSIFICAR

Na geometria a presenca de referéncias sobre relacionar e
classificar é permanente. Estas duas palavras sdo tio comuns
que, muitas vezes, j4 nem pensamos no seu sentido, nem em
muito do que é inerente aos processos de relacionar e classificar.
Embora esta reflexdo esteja naturalmente focada na geometria
e seja orientada para objetos geométricos, penso que poderia

Loureiro, C. (2

ser toda reescrita para outra drea, com as devidas adaptagoes a
natureza dos entes matematicos envolvidos, os objetos de estudo.

Quando manipulamos, encaramos, analisamos ou organizamos
objetos ha trés tipos de situagdes fundamentais para estabelecer
relagdes:

— entre os elementos constituintes de um tnico objeto

— entre objetos distintos

— entre conjuntos de objetos

No primeiro caso, encaramos e atendemos a estrutura do objeto.
No segundo caso atendemos a aspetos de ligacéo entre os objetos
selecionados, identificando posi¢des, semelhancas e diferencas.
Os objetos podem ter sido selecionados por ja formarem um
conjunto ou entdo podemos concluir que o que os liga nos
conduz a organiza-los num conjunto. Outra possibilidade é
atendermos a ligagdes entre os objetos e fazermos separagoes,
formando categorias ou classes. Como consequéncia criamos
uma estrutura dentro do conjunto, estruturamos o conjunto.
No terceiro caso comparamos estruturas de conjuntos e
estruturamos a um outro nivel. Estabelecemos ligacdes entre
0s conjuntos.

A apresentacdo destes trés niveis, sem exemplos, parece estranha
e um pouco drida. Quando encaramos uma figura, o retangulo
por exemplo, estabelecemos relagdes entre os seus elementos
constituintes (lados, 4ngulos, diagonais). Com base nestas
ligagcbes passamos a encarar o retdngulo como uma estrutura
geométrica.

Ao analisar e comparar muitos retingulos, destacamos este
conjunto de quadrilateros de outros conjuntos de quadrilateros
e passamos a encara-los com uma estrutura de classe, a classe
dos retangulos. Nesta classe temos que incluir naturalmente
os quadrados porque estes tém uma estrutura andloga a dos
retdngulos, embora mais rica. Ao estabelecer esta relacdo de
inclusdo da classe dos quadrados na classe dos retingulos
estamos ja a estabelecer ligacoes entre as duas classes. Criamos
por isso uma nova ordem de estrutura. Continuamos a estruturar,
mas ao nivel da estruturacdo légico-formal.

Estas ideias ndo sdo novas. No entanto, continuamos a encontrar
estudantes futuros professores ou educadores, e também muitos
professores, para quem os raciocinios que estdo subjacentes
a estes tipos de estruturacdo parecem novos e totalmente
estranhos. Muitas vezes até, estas consideracdes provocam
desconfianca por parte dos professores.

Na geometria hd uma estreita relagdo entre o estabelecimento de
relagdes entre os elementos constituintes dos objetos, as relagdes
entre os objetos e as relagoes entre os conjuntos de objetos. Todos
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estes tipos de relagdes contribuem para a classificagéo dos objetos
geométricos. E classificamos os objetos geométricos porque isso
nos ajuda a encard-los de forma organizada e podemos, assim,
compreender melhor as defini¢des, bem como a organizacgéo
légico formal da geometria. Muitos autores afirmam que os
processos de classificagdo sdo uma das componentes basicas
do raciocinio matematico.

No que respeita a classificagbes em geometria também
é importante evidenciar trés niveis de classificacdo, de
complexidade crescente, e que interessa destacar:

Nivel 1 — A classificagdo corresponde a classificacdo direta
dos objetos e em que estes valem por si. Podemos considera-
la como a classificagdo simples de objetos.

Nivel 2 — Os objetos ji representam classes. Podemos
considerd-lo como um nivel de classificacdo de classes de
objetos. Os objetos que representam as classes sdo protétipos
que exemplificam as propriedades dos objetos de cada uma
das classes.

Nivel 3 — Para além de os objetos representarem classes, a
classificagdo ocorre segundo aspetos de invariancia dos objetos
no que respeita as transformacoes geométricas. Alids, é essa
invaridncia que carateriza a classe. Neste caso continuamos
a ter uma classificagdo de classes de objetos. Os exemplos
mais comuns do terceiro nivel sdo as classificagdes dos frisos
e padroes geométricos.

A consciéncia destes trés niveis de classificacio é importante
para perspetivar atividades de classificacdo na aprendizagem
e ter em conta a complexidade do raciocinio matematico ao
classificar. A atividade matematica de classificar deve percorrer
toda a aprendizagem da matematica. Muitas vezes considera-
se que basta fazer classificagdes nos primeiros anos para que
se aprenda a classificar.

... EESTRUTURAR

Tenho um aprego especial pela ideia, defendida por varios
especialistas de ensino da geometria, que afirmam que “toda a
geometria é, em esséncia, uma maneira de estruturar o espago
e de estudar as consequéncias dessa estruturacdo” (Battista et
al,, 1998, p. 531).

O reflexo desta orienta¢do no ensino da geometria é o de uma
construgédo consistente, progressivamente mais complexa, mas
em que a estruturacdo estd sempre presente. Para as criancas e
jovens as estruturas podem estar ocultas, mas para os professores
e educadores é desejavel que elas sejam conhecidas.

Nem sempre é fcil organizar todas estas ideias. E também aqui
os trés niveis de estruturacio de Battista nos ajudam (Battista,
2008). Organizei por isso um esquema que associa as trés ideias
atrds referidas sobre relagbes com os trés niveis de Batista:
estruturagdo espacial, estruturacdo geométrica e estruturagéo
légico-formal. Neste esquema, os trés tipos de relacdes e os
trés niveis convivem.

GEOMETRIA NOS PRIMEIROS ANOS

Do estabelecimento de relacoes, de que decorrem classificagoes
progressivamente mais complexas, resulta a estruturacéo da
geometria em trés componentes interligadas e também de
construgdo espiral.

s \
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O objetivo deste esquema é associar numa tnica imagem as
ideias sobre relagdes e estruturagio apresentadas. Espero que
seja encarado como um esquema que ilustra a convivéncia das
ideias expressas e o dinamismo das ligagdes que existem entre
elas. Desde as primeiras idades, quando se realizam as primeiras
vivéncias de estruturacio espacial, que se inicia a espiral de
construgdo da estruturagdo geométrica e da estruturacéo légico
formal. Nem sempre tive estas ideias tdo claras como passei a ter
depois de analisar e pensar sobre experiéncias que acompanbhei,
no dmbito da realizagdo de atividades de geometria e de artes
visuais, com criancas pequenas e da responsabilidade das suas
educadoras de infancia.
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ARTE E MATEMATICA

Tecnologia, Arte e Geometria

CRISTINA LOUREIRO

Esps Tearo ndo estd ligado a nenhuma experifncia de ansl.
nd, raio tern nenhuma sugestio diddnica ou profissional, &
apenas uma oportunidade para refletir sobre sstes trés do-
mirdos e partilhar alpamas ldedas.

Ha algumas carateristicas priprias da utilizag2o da tecno-
iogia. Destaco trés: repeticio, variagdo e dinamisme, O ra-
CUrse a instrumentos tecnoldgices permita-nos repetir, ra-
pidarmante & sem esforgo, uma grande multphcidade de
chjetos. Esta repeticio pode ser operada sobre ou & partir
de representagdes dos objetos ou sobre chjetos com exis-
tancia flsica tanglvel. O avango & de tal ordem que hoje ra-
produzimos fadlmente objetos 3D pensados & partic das
suas reprasentacies num ecrd, As possibilidedes de va-
flacBes sabre um objete 3o tambdm maltiplas, inclulnda
variagies ad-hoc, sem qualquer regulsridade ou critério,
até vanagoes reguladas por condigbes de moltipla natu-
reza. O dinamismo advém da possibilidade de canstituir

Figura 1

varfagbes interkpadas ¢ poder assim estedar as irvaridn-
cias decorrentes e simular até & exaustdo as consequén
CHAS |.|-FF..5.H".. Waria I:-:'M"s.

Estas trés ideias, repeticdo, variagio e dinamismo, 530 tao
fortes e estdo de tal forma jd integradas nos nossos mo-
dos de raciocinio que influenciam sobremaneira o modo
coma othamos para objetos que foram construldos sem e
recurss & tecnologla. Refiro-me 3 abjetos artlstcos & des

oo alguns Com gue me cruzel recentemante e que me
deixaram & pensar (figuras 1 e 2. Tedos eles sdo também
objetos com valor geométrico. A figura 14 a fotografia de
uma composigie em guache e tinta da china sobre papel,
& figura 2 a fotografia de uma composicae de relevas com
recures d recoffes em plastice. Ambas recarrem repetida-
mente & reflexdo, parecendo a primedra um exernplo de um
estudo para a composicdo dos relevos como o da figura 2.
Ambos os trabalhos sdo do artista portugueds |osé Escada.

Figura 2

Loureiro, C. (2016). Tecnologio, Arte e Geometria. Educacdo e Matemdtica, 139-140, 62-63.
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Mos anog sessenta, [oid Escada elaborou muitos relevos
desta natureza coim recufse 305 mals diversos materials
“Estes trabalhos constroem-se a partir de mddulos retan-
gulares onde se inscrevam, recortadas até rés elementos
por madulo, formas-fguras dobradas simetncamente, num
slsterna positive-negative [cheiovazio) Interdependente”
{Museu Calowste CGulbenkian, 2008, p. 9). Estes trabalhas
s3c classificados como Metamosfoses e considera-se que
constituem uma sbordagem a tndimensionalidade.

0 que faria José Escada hoje com o recurse 3 tecnologia?
Teria explorada autras possibilidades, fazends composichas
mais complexas com recurse a cutras transformagies geo-
FRSLFCES @ & Sud COMPosicaa’ ALd ande ifa & 4ua puliico an
tistica tHo carregada de repeticio, variagies e dinamisma?
Artur Resa criou esculturas belissimas @ composigies pia
Nas Mas quais s& encontra repefigdo, varagies & dinamis
moa {figuras 3 e 4).

E impossivel observar em paralelo estas duas obras de Ar
tur Rosa @ nfo as relaclonar. As mesmas questies sobie o

recurso a tecnologla, colocadas & partr das obras de josé

Figura 3

ARTE E MATEMATICA

Escada, poder-se-lam calocar a propdsine des rabalhes de
Artur Rosa. Talvez aqul de wma odtra ferma. Como foram
criadas estds abras sem o recurso aos instrumentos tecno-
légices de gue hoje dispomos? Seguramente que Artur Rosa
usow raternatica para criar obietos artisticos como ague:
les que as figuras mostram. José Escada poderd ou ndio ter
usada, mas deu sentido 3 stmetria para o5 criar. Mos traba-
Ihios de ambos pode aprecias-se 3 geometra com vida, tan-
givel 2 em movimento.

s emmples sd0 imenses. Mesme sem sair da esfera dos
ariistas plisticos portugueses, em obras de muitos ames
encontramos repeticdo, variacde e dinamismo. Como 5e es-
tas trés carateristicas fossem pribprias da criacdo plastica.
Dieige por 50 uma pargunta. O gue poderernos aprender
e ensinzr sobre geometria e sobre 3 wiFizagio da tecnolo-
gl @ partir da criagdo artistica plastica?

Ao Fazer o5ia pergunta situo-me ng educacio bdsica, Penso
que a0 nivel do secunddrio hi 3 respostas e sxperidnclas
muite interessantes, romeadamante nas escolas arfsticas
£ em muites artigos divolgados na ERM

Figura 4
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ARTE E MATEMATICA

Experiéncias de simetria com criancas

CRISTINA LOUREIRO

Quando damos oportunidade as criancas de nos dizerem
como pensam ou como vém os objetos elas surpreendem-
nos. Infelizmente muitas vezes estamos tdo obcecados
com os conteudos previstos para ensinar que ndo lhes
proporcionamos essas oportunidades. Perdemos assim a
possibilidade de repensar os contetidos que queremos ensinar,
as tarefas a propor e as estratégias a seguir. A geometria é
uma das dreas da Matemadtica onde a Arte nos pode ajudar
a melhorar os contetidos de aprendizagem, organizando
experiéncias de aprendizagem ricas, significativas e
poderosas.

O trabalho que agora apresento e discuto foi realizado numa
experiéncia que decorreu num Jardim de Infincia, dinamizada
por uma educadora', no &mbito do Projeto MARTE1618
da Escola Superior de Educagio de Lisboa. Este projeto de
investigacdo tem como objetivo experimentar e estudar
atividades que envolvem simultaneamente aprendizagens
matematicas e de educacéo artistica. Os experimentadores
participam no projeto a partir da realizacio de agdes de
formacao.

TAREFA PROPOSTA

Cada crianca teria de fazer 4 quadrados iguais. Escolheriam
os materiais que quisessem (botdes de vérios tamanhos,

1Educadora M® Leonor Henriques, Agrupamento de Escolas de D Maria
1L, JI do Cacém, Sintra.

pedacos de tecido de cores, pedagos de cartdo canelado).
No caso de optarem por um material com cor, s6 poderiam
optar por uma cor.

Depois dos quadrados feitos, as criancas iriam ser distribuidas
por equipas e realizar uma sequéncia. Do trabalho conjunto
culminaria uma obra de arte, uma composicao coletiva para
a qual s6 seriam escolhidos 3 quadrados de cada crianca. E
por esta razdo que a obra coletiva foi nomeada pelas criangas
como “Quadrados coloridos menos um” (figura 1)

Esta atividade foi realizada na continuidade de outras
atividades em que as criancas tinham observado obras de
Cargaleiro e conversado sobre elas. Nestas obras o artista
recorre a sequéncias de elementos diversos. As criancas
tinham também construido sequéncias de objetos com
materiais diversificados antes de realizarem esta atividade
individual de construc¢do de 4 quadrados iguais. Para a
composicdo coletiva final ndo havia qualquer critério
matematico para as sequéncias dos quadrados construidos
individualmente. O objetivo foi exclusivamente estético.
Como afirma a educadora no seu relatério da formacéo:
“Todos os materiais colocados a disposicdo das criancas
tinham como cor o castanho claro ou bege e as trés cores
primdrias: amarelo, azul e “magenta”. Ao escolher os materiais
teriam de ter atencdo que tudo o que escolhiam tinha de ser
multiplicado por 4, nomeadamente no tamanho, cor, textura
e forma. Os botdes eram muitos, de diferentes tamanhos e

Figura 1. Fotografia de composi¢io realizada numa sala de jardim de infincia, “Quadrados coloridos menos um”. Destaque na

composicdo de elementos individuais relacionados através de rotacdes

Loureiro, C. (2017). Experiéncias de simetfria com criangas. Educagcdo e Matemdtica, 141, 32-33.
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sendo do mesmo tamanho tinham um nimero de furos em
quantidades diferentes.As criangas perceberam o que lhes
foi pedido e realizaram a atividade com empenho, interesse e
divertimento. Néo apresentaram dificuldades na realizagdo da
atividade individual. A composigéo coletiva foi realizada num
momento posterior. Depois da obra esteticamente organizada
foi analisada matematicamente ainda em coletivo”.

E durante esta discussdo coletiva que os raciocinios das
criangas sobre simetria se revelam, proporcionando grande
admiracdo a educadora que ndo estava a espera destas ideias
nem do impacto que a composicédo coletiva tinha dado as
componentes individuais relativamente a simetria de rotacio.

Uma crianga reparou que um dos seus quadrados nédo estava na
posicéo certa. A educadora respondeu que ela estava correta,
no entanto este trabalho era uma obra de arte e ela poderia
colocé-los em posicdes diferentes pois seria mais diniamico.
Entdo, colocou os trés quadrados em posicdes diferentes, outra
crianga fez o mesmo com os seus que estavam todos na mesma
posicdo. Uma terceira crianca observou que mesmo rodando o
seu quadrado, ele ficaria sempre igual pois estava colado no meio.
Uma das criangas poderia ter rodado os seus, mas preferiu ndo
o fazer deixando-os ficar a todos na mesma posicao.

(Excerto de relatdrio de educadora)

Para melhor ilustrar o que as crianc¢as viram destacamos e
analisamos alguns elementos individuais. Cada grupo de 4
composicoes quadradas, em que isoladamente os elementos
eram iguais, permitiu destacar diferencas na sua simetria
intrinseca quando colocados na composicio coletiva. Na
figura 2, as duas composicdes elementares tém simetria de
rotacdo de ordem 1, e por isso podem ser colocadas em 4
posi¢oes distintas que correspondem a rotacdo de ordem
4 da figura original. Foi num destes casos que uma crianga
ndo quis aplicar a rotagdo ao seu quadrado base e, por isso,
o deixou sempre na mesma posi¢do. Na figura 3, cada uma
das duas composicoes elementares tém simetria de rotacio
de ordem 4 e, por isso, seja qual for a posicio em que o
quadrado base for colocado o resultado é sempre igual.

A maior parte das criangas fizeram composicoes de base
quadrada com simetria de ordem 1, pois ao colocarem os
vérios elementos quebraram a simetria do quadrado. No
entanto, algumas criancas fizeram composi¢des com simetria
de ordem 4 como vimos. Nédo houve, mas poderia ter havido
também, composi¢oes com simetria de rotacdo de ordem
2 (figura 4). Os materiais que a educadora deu as criangas
abriam estas trés possibilidades e essa intencionalidade foi
muito importante. Embora os objetos colocados a disposicéo
das criancas constituissem elementos bastante irregulares,
devido aos materiais de que eram feitos, tinham formas base
muito regulares e carregadas de simetria (botdes circulares,
quadrados e retangulos de tecido, tridngulos retingulos de
cartdo).

Esta experiéncia mostra que a ligacdo entre a educagio

ARTE E MATEMATICA
Figura 2
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Figura 3

artistica e a matemdtica permite desenvolver desde muito
cedo o conceito de simetria geométrica na sua mais ampla
acecdo e com toda a sua riqueza. Aproveitar e explorar a
simetria nas figuras geométricas é precisamente o que tém
feito os artistas plasticos ao longo dos tempos. No projeto
MARTE1618 temos vindo a identificar aspetos muito
interessantes no ambito da Geometria e da Combinatdria
que abrem novas possibilidades de atividades exploratérias e
de resolucédo de problemas ligadas a atividades de Educacéo
Artistica.

A educadora que fez esta experiéncia escreveu também
no seu relatério que “As criangas pensaram, aprenderam
matemadtica, divertiram-se e criaram! Nao serd isto que se
pretende de um jardim-de-infincia?” Eu acrescento, niao
serd isto o que se pretende da escola em qualquer nivel de
escolaridade na sua vertente de educagdo matematica?

=
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®
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Figura 4
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ARTE E MATEMATICA

Por onde comecar na geometria? Porque ndo

pelos paralelepipedos?

CRISTINA LOUREIRO

O curriculo de geometria pode ser um caminho com vérias
entradas e percursos alternativos. Ndo hd uma maneira Gnica
de comecar nem de desenvolver os conhecimentos de geometria
e as formas de pensar préprias desta drea.

No projeto MARTEI1618, em que nos propomos experimentar e
estudar atividades que envolvem simultaneamente aprendizagens
matemadticas e de artes visuais, temos vindo a experimentar
varias formas de trabalhar conceitos de geometria, desde o jardim
de infancia, a partir de atividades com grande significado para as
criangas, muito envolventes e criativas. A grande vantagem do
jardim de infancia relativamente a outros ciclos é que neste nivel
o curriculo é muito aberto, com uma formulagdo de orientagoes
que o educador pode gerir de acordo com o grupo de criangas
com quem estd a trabalhar (http://www.dge.mec.pt/ocepe/).
Além disso, ndo hd manuais adotados e, por isso, cada educador
aproveita livremente a flexibilidade do curriculo e constréi
percursos alternativos. E importante também destacar que o
educador trabalha geralmente com grupos de criangas muito
heterogéneos, proporcionando-lhes experiéncias comuns. Dito
de outro modo, ao grupo de criangas é proposta a mesma tarefa,
sabendo de anteméo o educador que alguns irdo mais longe
do que outros. Este facto aponta por isso para a formulacgdo de
tarefas abertas que permitam vérias solugdes e varios niveis
de consecucio.

No ambito deste projeto tém sido realizadas vdrias atividades
que tém como ponto de partida os paralelepipedos. Neste artigo
descreve-se uma sequéncia de atividades iniciada com o objetivo
de trabalhar o conceito de oposto. A descricio, feita com base
nas palavras da educadora' que a realizou, estd estruturada em
tarefas e comentérios. No final apresento uma reflexio final
sobre o trabalho realizado.

| NTRODUQAO DA TAREFA

“Nos estdvamos a trabalhar os opostos e pensei trabalhi-los
recorrendo a geometria. Para isso pedi as criangas para trazerem
caixas que utilizavam 14 em casa.

1 Educadora M* Leonor Henriques, Agrupamento de Escolas de D. Maria
11, JT do Cacém, Sintra.

Loureiro, C. (2017). Por onde comegar na geometria? Porque ndo pelos paralelepipedos. Educagdo e Matemdtica, 142, 37-39

Iniciou-se assim uma conversa sobre as caixas partindo da sua
observacéo. Os primeiros comentarios foram sobre o produto
que estava nas caixas. Mas agora nés iriamos olhar para elas
com um olhar matemadtico. O que é que nds descobriamos em
termos de matemadtica naquela caixa? Entdo eles descobriram
que a caixa tinha retdngulos. Tinha um retingulo a frente, e
outro retdngulo ao lado, e outro retdngulo atras e outro retangulo
do outro lado. Descobriram também que os retdngulos nio
eram todos do mesmo tamanho naquela caixa que estdvamos
a observar que era uma caixa de cereais.

E depois perguntei, entdo ndo veem mais nada?
Eles descobriram que também tinha outro retangulo em cima
e outro retangulo em baixo.

Depois eu procurei uma que tivesse um quadrado, um
paralelepipedo com quadrados. Entio e nesta, que diferenca
é que nds vemos?

Descobriram que tinha 4 retdngulos e tinha 2 quadrados, um em
cima e outro em baixo. E entéo foi ai que eu percebi a importancia
do dentro, porque o quadrado de cima e de baixo da para por
coisas 14 dentro. Eles percebem o volume através daquilo que
se coloca dentro das caixas.”

12 TAREFA PROPOSTA

“O que lhes foi proposto era um trabalho dificil. Era abrir a
caixa e na parte que ndo era colorida eles fazerem padroes
exatamente iguais nos dois retdngulos que eram opostos. Se
tivessem ddvidas poderiam pegar na caixa, voltar a monté-la e
descobrir qual era o retdngulo oposto (Fig. 1). Cada um escolheu
a sua caixa, poderiam escolher o padrdo que quisessem. Também
nos padrdes ndo deveriam escolher padrdes simples, como por
exemplo risquinhas, deveriam fazer coisas mais complexas”

Comentario apds a 1@ atividade

“Depois de completada a tarefa, fomos ver se toda a gente
tinha cumprido a regra, se os opostos estavam mesmo iguais.
Descobrimos que havia um que nio estava. Descobrimos os
padroes que eram iguais, porque alguns tinham feito padroes
iguais. Alguns tinham usados cores iguais, mas com formas
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diferentes. Por exemplo, a Yara tem riscas a azul e amarelo, o
David tem circulos a azul e amarelo.

Estivemos a observar as caixas e a observar os padroes. Depois
tivemos que decidir o que fariamos com as nossas caixas, que
tipo de construgéo irfamos fazer. E eles decidiram fazer a turma,
ja que cada um tinha a sua caixa irfamos fazer a nossa turma”

Figura 1

22 TAREFA PROPOSTA

Esta tarefa foi no ambito das artes visuais. As cri-
angas desenharam olhos e bocas e cortaram cartdo
para os cabelos e nariz. Cada um ficou com o seu
boneco feito.

32 TAREFA PROPOSTA

“Depois de cada um ter o seu boneco feito fomos entdo desenhar.
Cada crianca tinha que desenhar em 2 planos, de frente e de lado”

Comentario apds a 32 atividade

“No plano de frente ninguém teve dificuldade. No plano de
lado ja ndo. H4 meninos que conseguiram fazer os 2 planos,
houve meninos que fizeram o plano de frente e de lado e o que
imaginaram que estava do outro lado. E houve meninos que
ndo os colocaram juntos, portanto fizeram separados, apesar
de os estar a ver juntos (Fig. 2 e 3). Depois eu alertei para o
facto de que quando estavam a desenhar a caixa que se pudesse
ver a parte de cima, era importante a parte de cima porque af
¢ que faz a grande diferenca do volume. Eles af tiveram muita
dificuldade como é que desenhavam em perspetiva. Eles tiveram
muita dificuldade em desenhar em perspetiva e em ver como é
que aquilo tudo funciona. Eles até conseguiram sentir na mao,
mas depois no desenho tiveram muita dificuldade”

ARTE E MATEMATICA

Figura 2
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42 TAREFA PROPOSTA

O trabalho culminou com a realizagdo de uma composicdo
coletiva a que foi dado o nome de “A cidade da amizade”
(Fig. 4).

REFLEXAO FINAL

Com base nesta descricéo coloco algumas ideias para reflexao.

1) A sequéncia de tarefas, umas de natureza matematica, outras
de artes visuais e a sua articulacdo conduziram a criagéo de
um produto final coletivo, cheio de significado para o grupo
de criangas. No percurso seguido, cada crianga realizou
atividades individualmente, ao seu ritmo e de acordo com
as suas capacidades.

2) O sentido que as atividades tiveram para as criangas. Ha
uma motivacdo intrinseca para cada uma das atividades e que
tem como ponto de partida o conhecimento das criangas e que
as envolve. O educador ou professor habilmente parte desse
conhecimento e cria condi¢des para que as aprendizagens
ocorram.

Loureiro, C. (2017). Por onde comegar na geometria? Porque ndo pelos paralelepipedos. Educacdo e Matemdtica, 142, 37-39 54
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Figura 4

3) A apropriacéo que as criancas fizeram dos paralelepipedos:
forma das faces; faces opostas e iguais duas a duas; relagio entre
a forma tridimensional e a sua planificagio; representacdo dos
paralelepipedos através de vistas. E de destacar o facto de o
foco ter estado nos paralelepipedos e de eles serem encarados
de diversos pontos de vista, mas sempre serem com sentido.

4) O saber da educadora que conduziu o processo e que, ao
partilhar a experiéncia e ao refletir sobre ela, nos interroga sobre
os aspetos matemdticos envolvidos neste trabalho. Ficaram
vérios aspetos em aberto, nomeadamente o estudo sobre a
forma como as criangas encararam duas formas distintas de
representa¢do no plano de objetos tridimensionais: as vistas
e a representacdo em perspetiva. Esta, embora nio tenha sido
trabalhada esta claramente presente nas palavras da educadora.

5) Considero também importante registar que inicialmente eu
néo valorizei a ideia da educadora relativamente a utilizacdo das
caixas para decorarem as faces com padroes. De certa forma
até a desvalorizei. Refletindo apds esta descri¢do reconheco
o sentido que a educadora conseguiu que as criangas dessem
as faces opostas através da realizacdo desta atividade. Destaco
também a possibilidade que lhes deu de irem verificando se o
seu trabalho estava a cumprir os critérios através do montar e
desmontar das caixas.

Loureiro, C. (2017). Por onde comegar na geometria? Porque ndo pelos paralelepipedos. Educacdo e Matemdtica, 142, 37-39 55
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Como ligar 2D com 3D? Sélidos em camadas,
uma possibilidade inesperada e fascinante

CRISTINA LOUREIRO

“A percecdo que as criangas tém do mundo que as rodeia ndo é
bidimensional. A nossa percecéo e vivéncias é a vérias dimensoes.
Se estamos a trabalhar com criancas de idade pré-escolar que
descobrem e apreendem o mundo que as rodeia através da
experimentacido tem todo o sentido explorar e aprender neste
enquadramento” (reflexdo de uma educadora de infancia
participante no projeto MARTE1618).

Acrescento a esta reflexdo que hd muito tempo se discute sobre
as formas de abordagem da geometria elementar. E consensual
que esta deve ser feita ligando a bi e a tridimensionalidade,
seja através das vérias formas de representacdo de objetos
geométricos e do desenvolvimento da visualizagdo, seja do
conhecimento das propriedades das figuras a duas e a trés
dimensoes, das relacoes entre elas, bem como do estudo da
simetria na sua mais ampla acecéo.

Como jd escrevi na nota anterior, o curriculo de geometria pode
ser um caminho com vdrias entradas e percursos alternativos.
Nio hd uma maneira Gnica de comegar nem de desenvolver os
conhecimentos de geometria e as formas de pensar prdprias
desta drea. Destaco agora precisamente a continuidade que esta
educadora deu as atividades realizadas pelas criancas e descritas
na nota anterior a esta (“Por onde comecar na geometria? Porque
ndo pelos paralelepipedos?”). Esta descricéo é feita com base
nas palavras da educadora’.

“Ap6s a concretizacdo do nosso projeto da decoracdo das caixas
foi proposto as criangas que com um dos materiais que temos na
sala construissem um paralelepipedo. O material usado foram
cubos de encaixe. As criangas comegaram por construir um
paralelepipedo estreito e depois de compararem com a caixa
foram acrescentando mais pecas dando mais largura ao objeto.
Depois de analisarmos a pega construida chegdmos a conclusao
que tivemos de sobrepor um conjunto de pegas por camadas
para formar um objeto idéntico a caixa.

Uma crianca disse que era como as bolachas. Fomos buscar
um pacote de bolachas e, como as bolachas eram redondas, o
objeto que essas bolachas formavam era diferente ... era redondo.
Ficou entdo combinado entre todos que os rapazes iriam decorar
quadrados e as meninas decorar circulos.

As meninas usaram como molde da unidade de medida um copo.
E os rapazes o quadrado construido com as pecas (figuras 1 e 2).

1 Educadora Maria Leonor Henriques, Agrupamento de Escolas de D. Maria
1L, JT do Cacém, Sintra.

Loureiro, C. (2017). Como ligar 2D com 3D? Sdlidos em camadas, uma possibilidade inesperada e fascinante. Educagdo

e Matemdtica, 143, 24-25.

Apés finalizarem o trabalho (figura 3) fomos sobrepoé-las,
formando um cilindro e um paralelepipedo (figuras 4 e 5)”

TRES REFLEXOES

Com base nesta descricdo e nas experiéncias do projeto

MARTEI1618 registo trés reflexoes.

1.No ambito deste projeto, foi a primeira vez que discuti

com professores ou educadores a construcio de sélidos
em fatias. Esta ideia foi trabalhada nas sessdes de formacédo
com o objetivo de abordar o conceito de prisma e também
de cilindro a partir da sobreposicdo de camadas iguais.
Esta ideia permite um entendimento da existéncia de
paralelismo entre componentes planas destes sélidos, as
camadas, que nos ajuda a estrutura-los de uma forma pouco
comum. A estruturacdo em camadas é a base do Principio
de Cavalieri, ideia chave na compreenséo das férmulas de
célculo do volume do prisma e, por extensio, do cilindro.
O conceito de volume de um sdlido e o respetivo calculo
através de férmulas sdo aspetos curriculares incontornaveis
na educacgdo basica. Dois aspetos chave na aprendizagem séo
a equivaléncia de s6lidos e a compreensao das férmulas de
calculo de volumes, embora muitas vezes sejam esquecidos
ou relegados para segundo plano.

2.Ha vérios artistas que recorrem a construcio de esculturas
com base em camadas ou fatias. As esculturas em fatias
de um destes artistas, Rui Sanches, ilustram muito bem
o Principio de Cavalieri e permitem compreender, com
forte componente visual, a férmula do célculo do prisma
como produto entre a drea da base e a altura (figuras 6 e 7).
Além disso, este tipo de composicoes plasticas evidenciam,
através da sua materialidade, o papel das varidveis drea da
base e altura nesse calculo. Estas esculturas sdo também
demonstrativas e facilitadoras da compreensio de que o
prisma ndo tem que ser reto para que o cilculo do volume
seja obtido por essa féormula. As esculturas da figura 7
(Colunata 2004) encontram-se na Assembleia da Repuiblica
e outros trabalhos deste artista estdo acessiveis na Internet,
http://www.ruisanches.com/pt/escultura_1983-1989.html.

3.Uma resma de papel é um paralelepipedo. Mas raramente
olhamos para uma resma como tal e ndo destacamos que
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sdo 500 folhas, teoricamente 500 retangulos bidimensionais,
que sobrepostas nos fazem passar do bidimensional ao
tridimensional. Esta é a ideia das esculturas em camadas
de Rui Sanches e, de forma ainda mais fascinante, da técnica
usada pelo artista chinés Li Hongbo. Totalmente inesperado,
para quem ainda néo conhece, em

https://www.youtube.com/watch?v=W2GYsICAk-
So.

Para mim também foram inesperadas e fascinan-
tes as construgdes do prisma e do paralelepipedo
realizadas pelas criangas do grupo desta educa-
dora.

Figura1 Figura 2 | |

Figura 6

Figura 3

Figura 7

Figura 4
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Esferas e aproximacdes de esferas — definicao

e definicoes.

A PROPOSITO DA NATUREZA E DO PAPEL DAS DEFINICOES EM GEOMETRIA

CRISTINA LOUREIRO

Uma das ideias que considero mais marcantes sobre a natureza e
o papel das defini¢des em geometria é a preocupacio de Coxeter
(1973) ao definir poligono. Este matemadtico afirma no inicio do
livro que vai considerar uma defini¢do e que depois, mais a frente
no mesmo livro, vai considerar outra. Além disso é notdvel o
cuidado que Coxeter tem em associar sistematicamente a ideia
de possibilidade quando refere defini¢des. “Podemos definir” é
uma expressao recorrente para este gedmetra.

Conhecendo o destaque que é dado as defini¢des no ensino da
geometria, nunca é demais refletir sobre a natureza dindmica
das defini¢des e discutir as consequéncias desse dinamismo
para o papel que estas podem ter no ensino e na aprendizagem.
Nesta caso, escolho a esfera como objeto de debate.

A ESFERA

Este objeto geométrico estd praticamente ausente da
aprendizagem nos primeiros anos de escolaridade. E quase
exclusivamente relegado para o papel de contraexemplo de
poliedro. No entanto, a esfera é o sélido geométrico com simetria
perfeita, simultaneamente o mais maével e mais instével. Esta
também muito presente no nosso dia a dia, sendo as suas
aproximacdes objetos comuns. Poderia e deveria por isso ter
um papel mais relevante na aprendizagem.

Mas afinal de que falamos quando queremos referir uma esfera?

Nesta discussio recorro as ideias de Baruk (2005) por as
considerar as mais completas e dindmicas. Para falar de uma
esfera, esta matematica parte da superficie esférica e evidencia
duas ideias importantes:

— uma superficie esférica é uma superficie cujos pontos estdo
todos @ mesma distdncia de um ponto chamado centro;

— uma superficie esférica encerra uma porc¢io de espago, ou
seja, um volume, a que se chama esfera” (Baruk, 2005, p. 437).

E acrescenta ainda. “Os pontos de uma superficie esférica sdo
todos aqueles cuja distancia ao centro é igual ao raio. Os pontos
da esfera sdo todos aqueles cuja distancia ao centro ¢ inferior ao
raio. Se a esfera inclui a superficie esférica considera-se fechada,
no caso contrario considera-se aberta”.

Gosto especialmente da observacdo de Baruk: “Quando a palavra
“esfera” figura num enunciado sem mais precisio, é porque se
trata de uma esfera fechada” (2005, p. 437).

Tenho encontrado outras defini¢oes de esfera. Esfera é definida
como “o conjunto dos pontos do espago tridimensional que

estdo a mesma distdncia de um ponto fixo, chamado centro”
(Musser, Burger & Peterson, 2006, p. 623). Esta definicdo
considera apenas a superficie esférica e é comum em outros
livros de referéncia de origem anglo saxénica.

No livro de geometria Elementos de Geometria (Fernandes, p.
478): “Esfera € o sdlido gerado por um semicirculo (semicirculo
gerador) que roda em torno do seu didmetro (eixo) até dar uma
volta completa” Nesta definicdo a esfera é considerada como
um s6lido de revolugéo.

Para ja temos defini¢des que ndo sdo totalmente equivalentes
e defini¢oes que recorrem a propriedades distintas da esfera.
Seguramente que podemos obter outras definicoes se
atendermos a outras propriedades da esfera. Para isso é ttil
procurar maneiras distintas de estruturar espacialmente a esfera,
isto é, de conceber vdrios tipos de estruturas que permitem
obter ou compor uma esfera.

A ESTRUTURACAO DA ESFERA

Um baléo cheio pode ser uma boa imagem de uma superficie
esférica. Assim como uma bola de basquete ou de andebol. As
bolas de futebol jd sdo aproximacdes a esfera de outra natureza
pois sdo poliedros.

Os deliciosos bombons Baci sdo boas aproximacdes a esferas
fechadas em que a superficie esférica é de chocolate e o interior
é um saboroso recheio com avelds. Mas ¢é verdade que ha outros
bombons que sdo aproximagdes mais perfeitas da esfera.

As laranjas sdo esferas quase perfeitas. Podemos destacar a
casca como uma superficie esférica e o interior que revela uma
estrutura de gomos muito apelativa. Comegamos a encarar a
esfera como um sélido de revolucio.

O que acontece quando cortamos uma esfera por um plano?
Obtemos sempre um circulo. A esfera é o tinico sélido que tem
esta propriedade, isto ¢, qualquer corte determinado por um
plano gera sempre uma figura plana do mesmo tipo. Nem o
cubo tem esta propriedade. Ndo ha maneira de cortar uma esfera
e obter uma outra figura que nio seja um circulo. Ha algum
tempo, numa sessdo de formacéo, ficimos todas estupefactas e
algo incrédulas com esta propriedade da esfera. Nunca tinhamos
encarado a esfera deste ponto de vista. Obtivemos a confirmagio
desta propriedade no dicionério de Baruk.

A propriedade anterior tem uma situacio de restricdo quando o

corte da esfera passa pelo centro. Neste caso, obtemos circulos
mdximos ou meridianos. Esta propriedade permite obter

Loureiro, C. (2018). Esferas e aproximacdes de esferas — definicdo e definicdes. Educagcdo e Matemdtica, 148, 34-35.
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uma esfera estruturada a partir de um conjunto de circulos
méximos como mostra a figura 1. Faco notar que embora
usemos a designacdo de “circulos maximos’; o que temos sdo
circunferéncias.

Um berlinde de vidro é uma esfera que néo revela a estrutura.
Pode ser ttil para medir o volume da esfera e obter de um modo
concreto a inesperada relacdo entre o volume de uma esfera e o
de um cilindro circunscrito. Recordo que esta relacéo é de 2/3.

Entre os objetos do nosso dia a dia descobrimos vdrias
estruturagdes espaciais da esfera. Todas elas reveladoras de
relacdes significativas do objeto tridimensional com os seus
elementos constituintes bidimensionais. Sdo excelentes exemplos
da relagdo 3D-2D.

Figura 3

COMENTARIOS FINAIS

A superficie esférica é uma superficie ndo planificavel. Talvez
por isso tenhamos a ideia de que é uma superficie dificil de obter.
No entanto, as estrutura¢des de que falimos dao excelentes
pistas para construir objetos esféricos que sio muito boas
aproximacoes a esfera. Para este trabalho foram inspiradoras
as obras de alguns artistas que sdo sem divida nenhuma quem
melhor explora estas relagoes.

Apresentamos um conjunto de objetos esféricos construidos
pelas criancas em dois jardins de infincia. Na figura 1 as esferas
sdo construidas a partir de tiras de papel iguais para obter
circulos méximos, na figura 2 a estruturacéo é feita a partir
dos raios. Apresentamos também uma aproximacéo a esfera,
do artista Rui Sanches (2017), em que a estruturagio ¢ feita a
partir de planos paralelos (figura 3).

Referéncias bibliograficas
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“Praticamente tudo o que os nossos olhos veem é comunicagido
visual”. Esta afirmacédo de Bruno Munari, reconhecido designer
italiano, aponta-nos a natureza deste tipo de comunicacio, que
tem a sua origem nas Artes Visuais.

Bruno Munari afirma que:

conhecer a comunicacdo visual é como aprender uma lingua
composta s6 por imagens, mas imagens que tém o mesmo significado
para as pessoas de todas as nagdes e, por isso, de todas as linguas.
A linguagem visual é uma linguagem talvez mais limitada do que
a falada, porém, é mais direta. (p. 81)

Destacamos, assim, o carater universal da linguagem das
imagens. Todos conhecemos o papel da linguagem visual, que
estd presente em intimeras situagoes & nossa volta. Isto significa
que todos estamos habituados a enviar e receber mensagens
através da linguagem visual, embora desconhecendo muitos dos
seus codigos e ndo tendo aprendido muitos aspetos da chamada
literacia visual.

Uma ideia que nos interessa destacar é que a mensagem visual
pode ser decomposta em informagéo e suporte. Considera-se
o suporte visual como “o conjunto dos elementos que tornam
visivel a mensagem’, isto é, “todas aquelas partes que devem ser
consideradas e aprofundadas para se poderem utilizar com a
méxima coeréncia em relagio & informagao” (p. 93).

Interessa-nos, portanto, destacar cinco tipos de suporte
considerados pelos especialistas das Artes Visuais: Textura,
Forma, Estrutura, Médulo e Movimento. A estes ha ainda a
acrescentar a Cor. Todos estes tipos de suporte tém uma forte
ligagdo a matemadtica e, por isso, o especialista de comunicagao
visual recorre a muitas componentes da linguagem matemadtica
e a muitos objetos matematicos. Ndo se espera que um professor
ou educador seja um especialista de comunicagio visual; porém,
o conhecimento de muitos aspetos da comunicacéo visual e o
interesse por esta drea podem contribuir para desenvolver a
comunicacdo matemdtica.

ARTE E MATEMATICA

Para despertar ou alimentar o interesse pela comunicagéo visual
fazemos uma pequena experiéncia ligando dois suportes, textura
e forma. Este ultimo é bastante familiar na matemadtica, mas
sobre o primeiro e a ligacdo dos dois talvez ji ndo possamos
dizer o mesmo.

TEXTURA E FORMA

Uma superficie pode ter uma textura ou adquiri-la. Texturizar
uma superficie é sensibiliza-la. Podemos, por isso, sentir a
textura ou criar a textura. Os designers consideram duas grandes
familias de texturas: as orgénicas e as geométricas. As primeiras
mais ligadas a natureza e as segundas mais construidas. Um dos
desafios dos designers é construir texturas orgénicas recorrendo
a processos, muitas vezes, de natureza geométrica.

Para pensar sobre este assunto, o melhor é fazer uma experiéncia
de texturizacéo a partir de uma forma geométrica fundamental,
o quadrado. Apresento-vos, por isso, um conjunto de quadrados,
divididos em partes, mas sem qualquer tipo de textura (figura
1). Naturalmente que a divisdo destes quadrados em partes foi
intencional e recorre a aspetos da gramética da forma, usando
linhas para marcar o quadrado. Néo séo linhas quaisquer e foram
sendo dispostas de maneira a ficar estabelecido um conjunto
organizado de imagens que nos interpela e nos comunica
alguma coisa. A cada quadrado foi acrescentada informacao
pelo facto de terem sido tragadas algumas linhas. Além disso,
as figuras sdo todas distintas e o facto de estarem associadas
permite estabelecer ligacdes entre elas. Propositadamente, ha
intencéo de comunicar alguma coisa de um modo muito livre
e aberto, sem recorrer a qualquer tipo de comunicagéo verbal.

Experimentemos agora texturizar as figuras do conjunto obtendo
assim um novo conjunto (figura 2). A cada figura foi acrescentada
informacéo visual. Mantém-se a auséncia de comunicagdo
verbal. O que ganhamos com a aplicacdo da textura? O que
perdemos? Em que medida a mensagem se enriquece e nos
interpela, nos convida a responder estabelecendo, assim, um

VNV

Figura 1
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Figura 2

didlogo meramente visual ou com uma forte componente de

comunicacgéo visual? : | '

A aplicacéo de texturas tem, principalmente, uma fungéo visual. B

No nosso exemplo, a aplica¢do da textura teve um propdsito [ ‘

de comunicacdo matemdtica. E embora ele nao tenha sido £ |

desenvolvido, ficou bem patente que as vdrias divisdes do [

quadrado em partes apontam varios tipos de relacdes que

podem ser estudadas geometricamente. Fica o desafio de obter [ B

geometricamente, e para cada figura do conjunto, a relagdo

entre todas partes de cada quadrado e o quadrado inicial. . —_— 5

Naturalmente que a tltima figura é a mais intrigante. As relagdes - Py

presentes e a simplicidade dos raciocinios geométricos para as \ | ] : i_ ..... |
—= e L

obter sdo inesperadas.

| { |
Os artistas aplicam texturas com objetivos de comunicagédo de 'ﬁ__ = h r = '
natureza distinta. Para ilustrar intengdes estéticas, destaco uma b ¥ / e r | § - ?:E"”-_“-h:
composicao de Sol LeWitt (figura 3). Neste caso, mantém-se a ! ‘x{\ ! “3,’{ | 2 .Ir' | :_,I"_';,_:" ""':_l
forma de partida, o quadrado, também decomposto em partes [ f__;’ 8 | B | 5.5 ot ‘HJ Bk b, et
e mantém-se também o mesmo tipo de tipo textura, isto é, i s - e ) s T o
tragos paralelos a grafite. Também LeWitt nos intriga e desafia Figura 4

a descobrir o sentido desta sua composicdo, aparentemente, s6

estética. Serd mesmo sé estética? A propésito de Sol LeWitt, sugiro a leitura do artigo de Eliana

_ Pinho, publicado na revista hd algum tempo e indicado nas
ol referéncias. Algumas imagens da obra de Sol LeWitt podem
ser obtidas em https://www.sollewittprints.org/introduction.

O objetivo desta nota foi mostrar como a comunicagdo
puramente visual nos pode interpelar e desafiar do ponto de
vista matematico. Todas as imagens apresentadas sdo passiveis
de desenvolvimento que o espago desta nota ndo permitiu.
Fica, assim, a promessa de desenvolvé-las matematicamente
na perspetiva da comunicagdo visual.

Referéncias

Munari, B. (1968). Design e comunicagdo visual. Edigbes 70.
Pinho, E. (2013). Sol LeWitt — arte contemporénea e matemaética.
Educagdo e Matemdtica, 125, 11-22.

Figura 3

Uma outra composigao de LeWitt (figura 4), possivelmente um
estudo para uma obra, pode ser associada & comunicagéo visual
que aqui apresentamos. Neste caso, a composicdo é sem textura
e com uma intengdo de estudo matematico. No texto que esta
na imagem pode ler-se: “linhas retas em quatro direcdes e todas
as suas combinacdes possiveis”

Loureiro, C. (2018). Comunicac¢do Visual. Educagdo e Matemdtica, 149-150, 60-61.
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Comunicacao Visual (II)

CRISTINA LOUREIRO

A temadtica da comunicagéo visual pode ser desafiadora sob
varios pontos de vista. A nossa proposta é considerd-la como
ponto de partida e ndo como complemento a outras formas de
comunicacio sejam elas escritas ou orais.

O que nos pode transmitir uma figura? E uma configuracgéo
formada por varias figuras organizadas?

A configuragio proposta na nota da revista anterior (figura 1)
foi organizada para transmitir varios desafios e proporcionar o
interesse no estabelecimento de relagdes geométricas e também
numéricas. O que cada figura transmitiria isoladamente seria
pobre. A configuracdo apresentada criou um contexto visual
bastante mais rico. Na 1.2 linha cada quadrado vai sendo
decomposto em partes: o todo, ou 1 parte; 2 partes, 3 partes.

A 2.:linha foi construida a partir da linha anterior. Que relagdo
existe entre cada figura da 2.2 linha e a figura que lhe estd acima?

Com este conjunto de figuras foi construido um contexto visual
em que cada uma das figuras tem um papel. Podemos dizer que
temos um agrupamento por forma consistente, na linha do que
defende Arnheim (1998). H4 uma ligacdo intrinseca entre as
figuras. Esta ligacdo é dada pelas divisdes do quadrado, obtidas
a partir de pontos particulares, e pela textura que acentua a
decomposicdo do quadrado em partes.

Podemos dizer que estamos perante um discurso visual e fazer
uma analogia com um texto. O mesmo conjunto de palavras
pode originar textos distintos conforme a ordem pela qual
sdo organizadas. Também com estas figuras poderia ter sido
construido outro contexto visual.

Qual € o sentido deste discurso visual? Uma coisa é o sentido
atribuido por quem o organizou, outra o sentido que lhe vai
atribuir quem o encara. Esta configuracéo foi organizada com
o objetivo de estabelecer relagoes geométricas entre cada uma
das partes de cada quadrado e o quadrado inicial. De certo
modo, estabelecer estas relagdes ajuda a atribuir um significado
ao discurso apresentado. Se a obtencéo destas relagoes for feita

com recurso a relagdes geométricas fica também valorizado o
discurso visual.

Para estabelecer as relagdes entre as partes e o todo de cada
figura do conjunto recorremos formalmente as transformagoes
geométricas. No entanto, podemos tornar as justificacdes mais
informais e visualmente mais acessiveis recorrendo a uma
linguagem informal e a operagdes comuns como dobragem, corte
e sobreposicdo das partes. Sejam as partes que estdo marcadas
ou outras auxiliares que se considerem tteis. Importa também
registar que as relagdes que vao sendo estabelecidas podem ser
usadas em figuras subsequentes.

De uma maneira geral as relagoes séo féceis de obter. No entanto,
hé duas figuras que nos impdem um raciocinio diferente (figura
2).

Figura 2

Para ambas as situagoes, a estratégia de raciocinio mais acessivel
¢é recompor a figura original, o quadrado, numa outra figura
equivalente em que as relagdes sejam visualmente mais evidentes
(figura 3).

No primeiro exemplo, a relagéo é obtida a partir da transformagéo
do quadrado original numa cruz equivalente formada por 5
qufdrados iguais, concluindo-se assim que o quadrado interior
é T do quadrado original. No segundo exemplo, a relagéo é

obtida a partir da transformacgdo do quadrado original num
paralelogramo equivalente formado por 3 paralelogramois
iguais, concluindo-se assim que o paralelogramo interior é 3

do quadrado original. Em ambos os casos recorremos a uma

Figural
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figura auxiliar equivalente passivel de obter a partir da dissecdo  aprendizagens de literacia visual e as aprendizagens matematicas

do quadrado. envolvidas parece-me ser uma boa estratégia para a realizacio
. de aprendizagens interdisciplinares entre a Educacéo Visual e
s £ a Matematica.
-r" ” Referéncias
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J-" L Arnheim, R. (1998). Arte e percep¢do visual. Brasil: Pioneira.
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Figura 3

Se quisermos valorizar as relagdes geométricas, o discurso visual
aqui exposto pode associar-se as transformagdes geométricas
e as dissegoes.

Se quisermos valorizar as relagdes numéricas, ¢ interessante
registar que a configuragéo exposta é formada por decomposi¢des
do quadrado em partes que permitem estabelecer vdrias
relacOes. Registamos algumas delas separando as fragdes que
as representam em trés grupos, com destaque para as fragdes
redutiveis que tém especial significado em algumas das figuras
(figura 4).

Para ambos os tipos de relagdes, para quem atribuiu significado
a exploracdo desenvolvida, podem ser formulados novos
problemas. No caso das rellaql(”)eslnuméricas, surge o interesse
em descobrir como obter 5 7 ¢ g por exemplo. Ou descobrir
outras decomposicdes que originem outras fragdes equivalentes.

111111 1
2'34'5'8 12" 20
5.3
8’ 20
2.46.2 4.5
88 816 16 20
Figura 4

No caso das relagdes geométricas, surge o interesse em descobrir
outras dissecOes interessantes andlogas as que sao apresentadas
na figura 3.

E claro que ¢é aceitavel que alguém ndo atribua significado ao
discurso visual aqui exposto e discutido. Da mesma maneira que
é preciso aprender a ler palavras e a atribuir-lhes significado,
bem como aos textos com elas construidos, também é preciso
aprender a ler imagens e a atribuir significado aos contextos
visuais.

Os artistas e especialistas de comunicagdo visual sio quem
melhor cria e concebe contextos visuais atrativos e com
significado. Muitos desses contextos visuais recorrem a
séries de formas organizadas e sdo muito ricos do ponto
vista matemadtico, ndo exclusivamente geométrico. Estudar e
desenvolver estes contextos visuais, procurando identificar as

Loureiro, C. (2019). Comunicacdo visual |l. Educacdo e Matemdtica, 151, 26-27.
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Figura 1l

A Art Tower Mito, da autoria do premiado arquiteto japonés
Arata Isozaki é uma obra inesperada que prende a nossa atengéo
e desafia a imaginacdo (figura 1). Datada de 1990, foi construida
no Japdo e o seu autor foi este ano premiado com o Prémio
Pritzker. Seguramente a recente atribuicéo deste prémio trouxe
fotografias das suas obras aos jornais portugueses e foi, por
isso, que agora contactei com estas imagens. Quando vi esta
fotografia fiquei fascinada e vérias ideias me ocorreram.

Que poliedro estranho. De certo modo parece que pode ser
prolongado indefinidamente. Serd que é mesmo um poliedro?
Como se poderd construir? Quais sdo as suas principais
carateristicas?

Como ser4 interessante confrontar as criangas com esta obra
e ouvi-las falar sobre este tdo peculiar edificio. Que perguntas
fardo? Que comentérios? E como seria desafiador construir com
elas um objeto inspirado nesta construgéo.

O que tera levado este arquiteto a construir tdo intrigante edificio
que parece desafiar as leis da gravidade? Qual é a sua func¢éo?
Sera que se pode subir ao cimo desta torre?

O primeiro conjunto de questdes levou-me a descobrir vérias
informacoes interessantes sobre o edificio e a sua construgao
[1]. A torre, com 100 metros de altura, é uma espiral composta a
partir de painéis em forma de tridngulos equildteros que formam
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tetraedros. Cada painel tem 9,6 metros de lado (figura 2). Os
painéis sdo de titanium, um metal mais leve comparativamente
a outros metais.

Por ser uma espiral confirma-se a ideia de que a torre poderia
ser prolongada indefinidamente. Fica o desafio de procurar
saber mais sobre espirais, objetos geométricos praticamente
ignorados na matematica escolar.

... IIIEIJE'I_;
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&

Figura 2

As fotografias e o processo de construcéo de que nos comegamos
a aperceber ddo a ideia de que as faces sdo mesmo tridngulos
equildteros. Uma pesquisa mais aturada permitiu obter mais
informacéo sobre o modelo geométrico da Art Tower e sobre a
sua construcdo virtual [2]. O modelo é obtido pelo uso habilidoso
da reflexdo no espaco, definida pelo plano de uma das faces do
tetraedro previamente construido e, seguida de uma rotagao.

Este poliedro pode ser construido com recurso a polydrons. A
construgéo é intrigante e desafiadora (figura 3).

Figura 3

Hé outros edificios construidos a partir de modelos geométricos
também inusitados, ndo tio desconcertantes como este, porém
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acessiveis no nosso territério préximo. Sobre estes edificios
poderdo ser realizados interessantes trabalhos em situagdo
escolar. Refiro-me a Casa da Mdsica no Porto e, ao edificio
sede do porto de Lisboa.

O segundo conjunto de questdes sobre as criancas fez-me
revisitar alguns relatos do trabalho de uma educadora, a Maria,
com o seu grupo de criangas:

Fizemos uma visita a uma escultura urbana de Charters de Almeida
que foi fotografada pelas criangas e a partir da qual fizemos a nossa
escultura coletiva de paralelepipedos, utilizando duas cores primdrias
e a secunddria resultante da sua mistura (amarelo, vermelho e
laranja). Acabdmos com uma escultura de nome “Fogo”. (figuras 4 e 5)

Tenho a certeza de que a Maria um dia destes vigjard com as
suas criancas a Art Tower Mito. O seu interesse por esta forma
de envolvimento das criangas estd bem patente neste excerto
das suas reflexdes e relatos de experiéncias sobre matematica
e artes visuais:

As abordagens feitas a partir de obras de arte para fazer incursoes
em conceitos mateméticos ou, o caminho inverso, partir de conceitos
matemadticos descobrir artistas que os utilizam nas suas obras e,
por sua vez utilizar, explorar e reinventar producoes de expressdo
plastica das criangas, tanto individuais como coletivas, geram uma
construcdo de aprendizagens e saberes, tanto matemdticos como
de literacia estética e artistica que a maioria das criangas passa a

utilizar no seu dia a dia.

Figura 4

A Art Tower inspira-se num poliedro original, a hélice de
Boerdijk—Coxeter, que tem interessantes propriedades
geométricas [4]. Imagino que tenham sido algumas dessas
propriedades que atrairam Arata Isozaki. Quanto a fungdo do
edificio fiquei a saber que a Art Tower Mito é um complexo
de artes que foi construido no 4mbito das comemoragdes do
centendrio do municipio de Mito [3]. E constituido por uma sala
de concertos, um teatro, uma galeria de arte contemporanea
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e uma torre de referéncia que se pode ser visitada. Termino
com o desafio de construirem uma réplica da Art Tower Mito.

Figura 5

Referéncias
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A Hélice de Boerdijk-Coxeter ou Tetrahelix

CRISTINA LOUREIRO

Figura 1

O objetivo deste texto é mostrar como o recurso a materiais
distintos para construir o mesmo objeto geométrico permite
valorizar ou destacar propriedades distintas da estrutura do
objeto. Para isso foi escolhido um objeto muito pouco conhecido,
a hélice de Boerdijk—Coxeter. Esta hélice é o poliedro que
serviu de inspiracdo para a construcdo da estrutura da Art
Tower Mito, no Japdo, tendo sido esta construgéo explorada no
artigo Estruturas inesperadas apresentado na revistan.°152. A
fotografia da figura 1 mostra uma hélice construida com recurso
a tridngulos equilateros de polydron, neste caso pegas compactas.

Este poliedro é descrito como um empilhamento linear de
tetraedros regulares. Cada tetraedro estd relacionado com o
seguinte através de uma rotagdo formando-se assim uma espiral
heliocoidal [1] [2]. Este poliedro é também conhecido como
tetrahelix, designacgéo que decorre da sua ligacdo ao tetraedro.

E importante notar que as faces dos tetraedros que constituem
o complexo formam trés bandas entrelacadas, como evidencia a
fotografia da figura 2. Para evidenciar este efeito foi importante
usar pecas de apenas 3 cores e manter a mesma cor para todos
os elementos de cada uma das bandas. A maneira mais facil
de construir uma kélice de Boerdijk—Coxeter é recorrer a esta
ultima propriedade, respeitando a utilizagdo de pecas de 3 cores
para evidenciar as 3 bandas que formam a hélice. Vale a pena
experimentar, comecando por construir separadamente as trés
bandas de tridngulos, ligando-as depois passo a passo. Embora
na fotografia seja mostrada uma parte da hélice, esta construcao
pode ser continuada indefinidamente.

Figura 2

Os matematicos que estudaram este objeto geométrico afirmam
que, nesta sequéncia infinita de tetraedros empilhados, nédo é
possivel encontrar um par de tetraedros com a mesma orientagio
porque o passo helicoidal por célula ndo é uma fracédo racional
do circulo [1]. Uma propriedade dificil de entender, mas que
ajuda a explicar o aspeto estranho da hélice em que néo se

consegue vislumbrar uma repeticdo de orientagdo dos tetraedros
que a formam e, por isso, ndo se identifica nenhum corte da
composi¢do que dé origem a uma parte repetivel, como pode
ajudar a ver a construgdo da figura 3.

Figura 3

Penso que cada uma destas trés fotografias e as carateristicas que
foram sendo associadas a cada uma delas ajudam a compreender
o interesse de analisar representagdes diferentes que evidenciam
propriedades distintas da estrutura de um objeto geométrico.

O recurso a um objeto geométrico pouco conhecido pode ajudar
a valorizar este interesse em estudar, para 0 mesmo objeto,
a associacgdo entre estruturas distintas e as propriedades que
sdo evidenciadas por cada uma delas. Essa discussdo foi feita
para a esfera no artigo Esferas e aproximagoes de esferas —
definicdo e definigdes no n.° 148 da Educagdo e Matemdtica,
com exemplos de construgoes feitas por criancas. Fica assim
o desafio de estudar estruturas distintas para outros objetos
geométricos mais conhecidos e construi-las com os alunos.
Registo ainda a ideia de que objetos como esta hélice, de natureza
espiral e que podem ser continuados indefinidamente, sio muito
desafiadores do ponto de vista das relagdes matematicas que
permitem estabelecer.

Deixo também um outro desafio que decorre da minha
atracdo pela tetrahelix e que me levou a encontrar algumas
outras estruturas constituidas por tetraedros mas distintas da
tetrahelix [3] e outros objetos construidos a partir de tridngulos
equilateros [4]. Nestas duas referéncias indicadas é possivel
encontrar informagdo matematica muito interessante sobre
estes objetos geométricos.

Nota — Agradeco ao Pedro Almeida que teve a ideia de construir a tetrahelix
representada na fotografia 2 e que é também o autor da fotografia.

Referéncias

[1] Ulasevich, Z., & Ulasevich, V. (2016). Isometries in teaching
descriptive geometry and engineering graphics. The Journal of
Polish Society for Geometry and Engineering Graphics, 29, 23-20.

[2] https://www.revolvy.com/page/Boerdijk%E2%80%93Coxeter-helix

[3] http://bit-player.org/2013/tetrahedra-with-a-twist

[4] http://images.math.cnrs.fr/Peut-on-faire-un-anneau-de-tetraedres.
html?lang=fr

Loureiro, C. (2019). A Hélice de Boerdijk-Coxeter ou Tetrahelix. Educagcdo e Matemdtica, 153, 37.




ﬁ CADERNO DE APONTAMENTOS DE GEOMETRIA

ARTE E MATEMATICA

Técnica Pop-Up para construcdo de sélidos de

revolucao

CRISTINA LOUREIRO

A materializagdo de objetos geométricos é uma ideia encarada
tanto por matemadticos como por artistas. E se ndo nos espanta
que os artistas a explorem, no que respeita aos matematicos
podemos pensar que ndo a valorizam pois falamos de
concretizacdo. Porém, ndo é assim, o conceito de materializagéo
estd presente em escritos de natureza matemadtica (Baruk,
2005). Decidi, por isso, focar este texto numa classe de objetos
geométricos desafiadores, os slidos de revolugéo, encarando-
os numa perspetiva de materializacéo interdisciplinar.

O titulo escolhido para este artigo aponta precisamente para
a utilizacido de uma técnica de construcgio especifica das artes
visuais, o Pop-Up. E foram alguns os titulos para este texto
que surgiram possiveis no decurso da escrita. Desde “objetos
interdisciplinares” a “figuras 2D que geram figuras 3D’ passando
por “a cabeca a andar a roda” ou “sélidos para que vos quero’,
foram varias as designagdes que estiveram no papel. Todos estes
titulos nos véao dizendo alguma coisa sobre o que esta em jogo
na materializacdo destes objetos.

A interdisciplinaridade tem vérios aspetos muito atrativos.
Por um lado, implica a diversidade de métodos e de formas
diferentes de aplicacdo a resolu¢do de um problema. Por outro,
estd associada ao trabalho colaborativo entre especialistas de
dreas distintas. Esta combinacdo ajudar a desenvolver novas
perspetivas sobre as disciplinas envolvidas.

Destaco, ainda, que as ideias que apresento e discuto neste artigo
decorrem da analise de vérias experiéncias interdisciplinares
realizadas ao longo do desenvolvimento do projeto Marte
1618. Estas experiéncias permitiram-nos vivenciar, de forma
muito significativa, a associa¢do de processos criativos proprios
das artes visuais a construgdo de objetos reais com uma forte
natureza matematica. Refiro-me a objetos tridimensionais,
criados como objetos artisticos, nos quais os processos de
construgio recorrem a relagdes geométricas.

O que foi novo para mim, e que tenho vindo a estudar e
desenvolver, foram as potencialidades de encarar os objetos
matematicos com que lidamos na aprendizagem da matematica
de novos pontos de vista, desocultando representacdes
distintas do mesmo objeto matematico e passando a valorizar
representacdes anteriormente ignoradas. Estes novos olhares
permitiram trazer a ribalta da aprendizagem objetos matematicos
habitualmente esquecidos ou a que damos pouca atencédo. Neste
caso refiro-me aos solidos de revolucéo.

Loureiro, C. (2019). Técnica Pop-Up para construgd@o de solidos de revolucdo. Educagcdo e Matemdtica, 154-155, 24-26.

SOLIDOS DE REVOLUGAO E POP-UP

Os sélidos de revolugdo sdo, pela natureza do seu processo
de geracdo, objetos tridimensionais (3D) gerados por figuras
unidimensionais ou bidimensionais (2D). Do ponto de vista
matematico, as superficies de revolugéo sdo as que sdo obtidas
pela rotagio de uma linha em torno de um eixo. A porc¢io de
espaco limitado por uma superficie de revolugéo € um sélido de
revolucdo. Também podemos descrever a obten¢io de sélidos
de revolucdo através da rotagdo de uma figura bidimensional
em torno de um eixo definido por um dos elementos da figura
(Baruk, 2005).

Estas defini¢oes de sélido de revolugéo estdo intimamente ligadas
ao raciocinio visual. Se o ponto de partida do raciocinio visual
for uma linha, e o objetivo for obter um sélido de revolugio,
interessa recorrer a capacidade de imaginar o sélido. Se o ponto
de partida for um sélido, interessa identificar a linha que o vai
gerar. Em ambos os casos é preciso imaginar o que vai acontecer
associando uma figura visivel a uma imagem mental. Ha aqui
uma operacdo mental sobre um objeto concreto ou um desenho.
E no estabelecimento desta relagdo entre o visivel e 0 imaginavel
que se realiza o raciocinio visual.

A construgio de sdlidos teve um papel decisivo no
desenvolvimento do projeto, mas foi com o recurso a técnicas
de construcéo de Pop-Up que as ideias de geracao de sélidos de
revolugdo a partir de uma figura original foram ganhando forca.

Os livros Pop-Up consistem num género de livros que exploram
vérias possibilidades de movimento, através de diversos
mecanismos de papel, que promovem a interagio direta do leitor.
Os livros deste tipo destacam-se pela capacidade de surpreender
o leitor, através de formas tridimensionais recortadas que
emergem das paginas de papel (Loureiro & Regatéo, 2019).

As técnicas de construcdo Pop-Up sdo varias, mas mesmos
as mais simples, que sdo muito acessiveis, tém um efeito
surpreendente e desafiador. A surpresa advém das experiéncias
perceptivas proporcionadas pelas diversas leituras visuais que se
podem obter entre o Pop-Up fechado e o Pop-Up aberto (figura
1). O desafio advém da possibilidade de materializagdo de uma
ideia através da construcéo de um Pop-Up original.

No caso da composicdo da figura 1, podemos ver uma ra cujo
corpo é representado por uma semiesfera estruturada a partir
de semicirculos. Na descri¢do do seu trabalho a crianga explica
a técnica que usou: “Dobrdmos circulos ao meio e colei-os todos
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dobrados ao meio (em semicirculos), todos juntinhos colados
com a dobra mesmo juntinha a dobra da folha’

Figura 1

No caso da figura 2, temos um cone estruturado a partir de
tridngulos. Também para este exemplo, o didlogo com as criancas
permite obter a descricdo da técnica utilizada.

— “Observem bem o capuz. O que vos parece ser?

— Uma piramide.

— E agora observem bem o seu vestido.

— Colei muitos tridngulos e dobrei ao meio e colei todos
juntinhos, mesmo junto a dobra da folha — diz uma das
criangas.

— O que vos parece.

— E um cone”

Figura 2

Todas as experiéncias de construcdo de Pop-Up vivenciadas
no ambito deste projeto foram realizadas por educadoras com
criancas de jardim de infancia. Os sélidos de revolugdo criados
limitaram-se  esfera, ao cone e ao cilindro. E importante apontar
que quando se abre o Pop-Up néo se vé o sélido todo, observa-
se apenas uma parte que ¢ suficiente para percecionar todo o
solido representado. Os didlogos com as criancas evidenciaram
precisamente que estas eram capazes de idealizar o sélido
completo.

Quando os objetos estdao contextualizados a idealizagao torna-se
mais facil. Ao vermos uma representagio parcial de um objeto
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que conhecemos, facilmente associamos aquela representagéo
ao objeto.

REFLETINDO SOBRE ESTAS EXPERIENCIAS

A anilise que fazemos destas experiéncias permite-nos
destacar os seguintes aspetos: o potencial de aprendizagem da
estruturacgéo Pop-Up; a materializacdo de objetos mateméticos
através de estruturacdes produtivas associadas a objetos reais;
a natureza do raciocinio visual envolvido.

No que respeita ao potencial de aprendizagem da construcéo
Pop-Up, os exemplos mostrados apontam para uma forma
de estruturacio simples de obter e muito rica do ponto vista
matematico. A estruturacio de s6lidos de revolugio obtida por
este processo é unificadora relativamente a esta classe de objetos.
Dito de outra maneira, o processo de construcdo é sempre
baseado numa figura bidimensional com um eixo de simetria.
E esta repeticio de figuras iguais que permitem materializar o
efeito de rotagéo carateristico destes sélidos.

Os sélidos de revolugio, objetos matemadticos ideais, ficam
assim representados por objetos reais dindmicos e com sentido.
Além disso, o recurso a esta técnica ajuda a contextualizar a
utilizacdo de cada s6lido, associando-os a objetos reais que fazem
parte do mundo da crianga. A associagdo entre objetos reais
e objetos matematicos contribui para o desenvolvimento de
olhares matemadticos sobre os objetos reais.

No que respeita ao desenvolvimento do raciocinio visual,
evidenciamos o estabelecimento de relagdes entre as figuras
bidimensionais e as figuras tridimensionais por elas geradas,
tanto no sentido de partir de uma figura bidimensional para
obter uma figura tridimensional, como o inverso.

As reflexdes que apresentamos e as ideias que fomos
aprofundando levam-nos a perspetivar um conjunto de tarefas
arealizar com criancas mais velhas, ao nivel do 1.° ou 2.° ciclos.
Em nosso entender poderéo constituir excelentes experiéncias
de aprendizagem interdisciplinar com a condi¢ao de que criacdo
dos Pop-Up seja mesmo efetiva.

2D-3D-2D ATRAVES DE CONSTRUCOES POP-UP

O conjunto de tarefas que propomos tem como principal objetivo
o desenvolvimento do raciocinio visual e de capacidades de
visualizagdo no que respeita ao estabelecimento de relagoes
entre figuras bidimensionais e tridimensionais.

Que sdlido se vai obter a partir da rotagdo, em
torno do eixo indicado, de cada uma das figuras
bidimensionais indicadas na figura 3.

Depois de imaginar o sélido que vai ser obtido,
constroi esse solido em papel recorrendo a técnica
Pop-Up.
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Figura 3

H4 algumas questoes que podem ser colocadas para refletir
sobre os sdlidos de revolugdo que se podem obter. Por exemplo:
Como deveri ser o retangulo para que o cilindro seja mais fino
ou mais achatado? Que carateristica comum tém todas as figuras
recortadas em papel para obter cada um destes Pop-Up?

A técnica de construgio dos Pop-Up ajuda a compreender que
todas as figuras bidimensionais de partida tenham pelo menos
um eixo de simetria, porque a técnica recorre a dobragem da
figura ao meio. As figuras representadas na figura 3 sdo sempre
metade da figura base que vai ser replicada vérias vezes.

Para cada uma das figuras bidimensionais apresen-
tadas na figura 4 descreve o sélido que se pode obter
por rotagdo, como estd indicado nos desenhos.

-\.*-’ '\#-” !" '\-.__a-:-

Figura 4

Os sélidos que poderdo ser obtidos néo sio figuras simples e ndo
tém nenhum nome especifico. O objetivo desta tarefa é que a
crianca seja capaz de imaginar o que vai acontecer e que descreva
esse objeto tridimensional. Ao fazé-lo ird destacar carateristicas
do objeto a que é mais sensivel e ird estabelecer ligacdes com
objetos reais. Por exemplo, “uma esfera esticada’, “duas tendas
de circo, uma em cima da outra, e uma estd invertida” (figura
5), “duas espécies de donuts ou de pneus um em cima um do

outro’, “um cone com gelado”.

Figura 6
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Inspira-te em objetos reais que sejam boas aproximagoes de
solidos de revolugdo e desenha a figura plana que permite
obter a respetiva configuracdo através da rotagdo em torno
de um eixo. Constrdi-os recorrendo a técnica Pop-Up.

Um bom exemplo desses solidos sdo alguns frutos, como
por exemplo a magd, a péra, a laranja e alguns objetos de uso
comum como garrafas e copos. Uma das intengdes destas duas
tarefas é que as criancas olhem para objetos aproximados a
s6lidos de revolugio e os encarem como tal. Ao fazé-lo estardo
a desenvolver um olhar matematico sobre os objetos reais. E esse
¢ um dos grandes objetivos da aprendizagem da matemdtica —
ver matematicamente o mundo em que vivemos.

MAIS ALGUMAS REFLEXOES

Visualizacdo e raciocinio visual sdo duas ideias chave que
enquadram este trabalho sobre as quais interessa estudar mais,
aprofundar os sentidos e realizar experiéncias com criancas e
jovens. Pensar nas aprendizagens ligadas a visualizacio e ao
raciocinio visual envolve a atencdo a experiéncias de natureza
multipla e diversa, mas ndo pode esquecer o desafio a criagdo
e construcéo de objetos.

A criagdo e construcgdo de objetos tem que ser acessivel e com
sentido. Por isso, importa evidenciar que as ligagdes entre a
bidimensionalidade e a tridimensionalidade nao sao exclusivas da
matematica, nem das aprendizagens matematicas, como também
ndo ¢ o raciocinio visual. Neste caso, estabelecemos uma ligacdo
forte entre a matemadtica e as artes visuais. E embora esta seja a
ligacéo interdisciplinar que mais apreciamos, importa também
apontar que ha outras ligagdes com grande potencial.

Por dltimo, o interesse em trabalhos nesta natureza é que
desenvolvem capacidades diversas, de visualizacdo e raciocinio
visual, criativas e de sensibilidade estética, de motricidade e
de destreza manual, tanto das criancas e jovens como dos
educadores e professores que com elas trabalham.
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Notas

Um agradecimento especial ao José Pedro Regatdo que faz sempre as
primeiras experiéncias de construgdo dos Pop-Up para anteciparmos
a concretizagio e as potencialidades compositivas.
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Ensino da geometria com o Geogebra — duas
experiéncias em didlogo

CRISTINA LOUREIRO, GRACA PEREIRA

Mo ano Jetivo 2020-21 inicidmos uma experiéncia inédita.
Como formadorss estamos, em conjunto, a realizar uma
oficina de formagao scbre a utilizagao do Geogebra para
aprender gesmetria, dirigida 3 profiessores des 12 e 2.0 ciclos,
Esta oficina fol organizada para ser alimentada por duas
experiéncias de ensine, adecorrer em simultineo, de cada uma
das duas formadoras com o5 scus alunos. A diferenca entre
as duas experiénetas de ensing, da responsabilidade separada
das formadoras, & que uma de mos, a Graca, estd a trabalthar
conm criancas do L= ano de escolaridade ¢ a oatra, a Cristina,
com alunos de ama leenciatura de formacio de professores e
edueadores, na unidade curnicular de geometria, Os propasitos,
o5 contelidos e as metodologizs de cada uma das experiéncias
s naturalmente maito diferentes. Porem, o facto de estarmaos
UM conbarto sistemation o em situacao de partitha na acso de
formacin aproximaram mite as duas experiéncias, bem como
o interesse por estabelecer ligagoes ¢ por refletic em conjunto
sobre &5 Nossas experiéncias separadas e tio distintas,

Este texto é da responsabilidade das duas formadoras ¢  escrito
numa bse svangada do ano letivo, em que a5 duss experiéneias de
ensinoestio 1 chegar so bm O noso objetivo com a elaboragio
deste texto & partilhar algumas ideias que nos ajudam 3 refletir
sobre o ensino da geometria com recurss a um ambiente de
geometria dindmica. Apesar de estarmos 25 duas em contacto
sistemiticn para organicar e dinamizar 15 sessbes de formagio
continua, decidimos usar uma metodologia de didlogo real
para refletir em conjunts e eserever sohre estas EXPLTIENCias,
Este primeiro texto resulta, portanta, di wm primeiro didlogo
gue gravimos e do qual retirimos as ideias mais signibicativas,
Maturalmente que, conhecendos-nos mutuamente muigo bem;,
focimos o didloge e disciplindmes-nes para nio dispersar nem
miisturar as reflexies.

Para este primeiro texto, seleciomimos apenas a reflexdio sobrea
aprendizagem indcial das fermamentas doGeogebm, Decidimos,
i, CJube S inaE nteressante Pecorter & L narmtiva e
discurso direto, seguida de wuma breve conelissio, Cr didlogo gque
apresentamos ¢ o primeiro de uma série oaja dimensio ainda
o estabselecemos. Podemaos, por isso, afirmar que as reflexies
quie apresentamaos estko xinda em construgio,

APREMDER A USAR A5 FEREAMENTAS GEQGC ERRA

— Sabes Graca, win dos aspetos sobee o qual tenho peivado muito
i a sprendizagem das ferramentas peoochra. Mo ano passada, uma
da razies porgque e scho gue a minha eperiincs de utilizacio da
proametrizdinimica flkou com os meus alunos fof porque nao havia
tarefas dirigidas para aprendera wsar a8 ferramentas do Geogebra,

Loureiro, C, & Pereirg, G. (2021). Ensino da geometria com o Geogebra — duas experiéncias em didlogo. Educagdo e

Matemdtica, 160, 30-32.

Oz s alunos mio tveram guabques curlosidade em br descolyrie
eexplogar 46 por &, o ambiente dindmico,

— Eun acho que com os pequeninos a atitude ¢ diforente. A
curinsidade & tanta, a vontade de explorar & tanta que eu tenho
de funcionar wim becadinho sobre outra verlente

— E por sso que dlaboras a¢ tavefas que mostreste para eles
aprenderem a usar as ferramientas? Nao sei se dovas este nome?
— Chamo guitkes. Tenbo necessidade de elaborar o gnido que
&, preclsamente, paca os obelgara pacar win bocadinhoe naguels
envolvimente ¢ nagquele entusiasmo tode e pensar naquilo qus
estio a fazer ¢ dall dear algum conhecimento matenyitloo, A
ideia que o tenho ¢ que para eles o computador ¢ o tablef sdn
Jogos e, portante, todo & foge e comecam a éncarar o Geogelra
ou quabquer coisa que fagam também come um jogo. Por isso,
acham piada, explovam, mexem. Ao longo destes anos todos
em que tenho vsado o Gesgebra, fui zentinds s necessidade de
ter alguma colss gque os abrigue o parar, @ pensar ¢ 4 registar
agquilo que vai acontecends no computadorn, porgue, se néo, o
erbuskasme & tanto gus aguils gue eu quero gue eles aprendam e
que eles vegam ou a gue estejam stentos passa um bocado ao lado.

— Disseste al wma série de colsas extremaments interessantes. Ha
wina diferencs t3o grande na atitude que o8 teus alunos thm, gue
acho que st deve ser discutide de wma maneira mais extensa ¢
inais calma, mals desenvalvida. Isto signibica que podemaos falag
w0 sobire ose aspein — como comegar?

— Coma este ¢ 0 primeire ano em que eston & trabalhar o
Geogebra no 1.2 ano, senti necessidade de comecar com os
conceitos mais simples, mais basicos &, a0 mesmo tempa,
it trabalhando as ferramentas. Comecel com o ponto e dai
Foram surgindo owtras ferramentas porque eles tambeém vin
desernvolvends, vioguestbonando e vilo eles proprios explorudo
{hgura | = 1.7 guiiol. Eu acho que & importante, schretude com
5 Fids peguenlaos, ter miailos momentos ou vhrkos momeitos
para parar, para refletir sobre aguilo gue estd o acontecer no ecri
do computador porgue, se asslm ado acontecer, eles encaram
aguido mads como jogo e a aprendizagem ndaoe e, clare, os efeiios
quie (s estamos i espera,

— Foi a partir da observagio dos teus guides que decidi que tinha
de Inbclar de outra maneles com o8 meos alunos. Bo tlaha de
comesar com o sentido de que cada alune vai ter que aprender
4 wsar wm conjuivte de ferramentas com o objgotive deoas usar
para construgan de conhecimentos peométricos, E esta relacao &
inle dnteressante Mo oo cass, s g arienbaes o caniho de
exploraggio, o entuslasmo deles & tio grande que neo hd elesio
soboe oque estio a aprender, sobre o gque estd a acontecer Mo caso
odors mnseus ahinos, se eu nbo orFentar ido oo teoe peda. Corme i hi
curwsidade & come rdo reconhecem o potercial de cada fermmenta
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man avancam. £ nao hd o entusiasmo Ndico o de exploragio que
o s mosibdes Dl eles nio faeom nada, Tiso ol o que eo senti mo
e passacho. Simplesmente, a maior parte dos alunos nao axploravs
por s Enainar a utilizar as ferramentas teve gque passar a ser um
ohfetivie E beve que serwim obietive, com tirefas mubte orientadas
c miuito autcmomas.

— E engragucdo peinsar ma enceme diferenca enire as foss:is
Indeng s,

— £ ha sefa, aquelas orientaghes i sio guides, eu niochame guides,
chapned tarefas sutdnomas. Embora ndo tendo esta degignacio
foi sempre o que foi dito aos alunos, sio tarefas astdnomas que
mem segier chegam a ser discutidas, porgue a manelra comn s&o
eotrufdas o mosentid de que isestedantes possam disenvoliver
asua apresdizagem socinhos, Paralelamente a estas tanefas haviz
wiitras focads nos conceibos geomdétrions, eatas stin discutidas, Eu
utilizo varios tipos de larcfas: as tarehs para aprender 2 usar as
ferramentas geogebes o conheeer as funcienalidades do anibicnte
de geomoetria dindmica; as tarcfas goométnicas pam trabalhar oz
wirkos thpicos de peomet iz ¢ & resologio de problemas que tambyém
& CHIEFA COmponente das tarekas Propostas. Hz aq‘lli AT ﬂi[rwn:;a
muite prande. perque para ti. as tarcfas eram as tarefas.

— Bles sin pegueninos, no 1= ano eles mao sabom bee o por isso
bisk ali i ta Entervengio da professora, Ea normalmentechego &
H]l, H.PI'F‘FE'I.'““ ok t.l“ri [ Iﬂl'lj.'lﬂ l.']ﬂ i [ﬂIﬂ‘r antas dﬂ m:l'ﬂiﬂr lh.l'i r
o tablet, se mdo Jd ndo consigo cativar a atencio debes para aguilo
quee cpuern explicar, abeo o Geogebra e apresente a ferramenta.
Mormalmente até faco assinn: nwma auls eles exploram liviessonte
a ferramenta. Eles vio falando ¢ eu von passando ¢ vou vendo o
quee elos estio a fazer @ se e aprosimam daguils gue e quers
trabalhar com aguela ferramaenta,

— Entdo nio se passa tudo ra mesma sula? E como 6 que exstin
organizados na aila?

— Mo, Mesaa primetea aola, enguanio fazem a exploracaolivre
da ferramenty, ea vou quastionandoe enquanto decorre o trabalho
e pares ot individualmente, Mo final, oo pergunto sempre o
e conseguiram fazer com a ferramenta. Elesvaa divendo e ha
sempre i que consegub br um bocadinho mais lopge. Vamos
partilhando ¢ ow registo o que fizeram com aquels ferramenta.
Depois, na aula segulnte., ji trago o geidoe da tarefa,

— Mashd umgrande periodode tempo entre as milas dedicadas so
Gereehra porque ha oudras atividades de tmas areas interenladas.
— 54 trabalhamos um tempo por semana. Depois da primeira
exploracho da ferramseata, na semans seguintes, guando Des trago
o guiio, relembramos o gque ¢ possreel @ o qoe consegoiram
fazer com aqueka ferramentn & entdo ai sin, sles vio segulndo
o5 passns do goiio @ vio ferendo agoilo que & proposto. Mas
mesmo assint, en tenho de andar muoito proxinme deles porgue
eles ainda ndo conseguem ler ¢ tambem nio conseguem reter
imabs de duas ou trés orentaghes seguidas. Portanto eu vou
andando, vou fazendo muitos momentos de pausa e sio eles
quee vio oflentando miskto a aula, tinibém. Sl vin que levanta
uma questio g, s veio que estio muite envolvidos noutra coisa
aviaisgd, isas depols pars para explicar o guestionar se alguém
sahe responder aquela questio do colega. E normalmente ha
SEITHRCE LI 018 0uEo que sabe.
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— Acabas por partic naito do gue cles sio capazes de farer sozinhios.

— Us meus alanos sabem muite sobre as funcienalidades
tecnoldgicas, Por exemplo, hoje hoove necessidade de falar no
hotio direito do rate para fazer a selecio de uma higura para
depaois a refletirem. Os goe tinham tablet, nio sablam onde
tinham o botio direite do rato @ houve um gue logoe explicon
"piees bh o iheclo & esperas um bocadinhoe gue luge aparece ¢
depots & consegues lazer”

CONSTRUCAD DE CONHECIMENTO CEOMETRICO
— Portanto, sio eles propeios que o odentando, Pars que haja

de facto conheciments matemitico, tem gue haver momentos
ele pasies, momentes de reflexio ¢ no final uma sintese daguilo
que aprenderam, Ha sempre essa sintese do qoe aprenderam ¢
outra ldeta impostante & gue b mmitas codsas gue dles aprendem
por si. Por exemplo, o que & um segmento de reta? Ev nunca
expliquel, nunca sentl necessidade de Thes explicar o que & um
segmento de reta. Como os alunos osam, vio construindo o
conceitn. Depols, por acaso, surgiu a questao da diferenca entre
e reta e wm segrmento de reta e ebes, abraviés da experimentagio
e da ohservagao, foram dizendo o que achavam que era am e
O gibe erd outro,

— E o que & que eles achavam que era um e outre?

— Eles achavam que o segmento de reta tem om poanto para
came<ar @ um pante para terminar ¢ fod assim que eles dissecam:
"fazeros i poibo para comegar e desenhamos ouleo ponto e
ele termina ¢ a reta nos desenhamos & por mais que s¢ ande com
a follva pars win lade & para o outro ado se consegue percalber
onde ¢ que ela comecn e onde @ gue ela acaba, mas tambsm tem
dois pontos” Eles veem os dods pontos na reta, mas nao veem
onde ela comeca nem onde acaba @ "o segmente do reta até pode
ser win bocado da reta’l Portanto, sdo concedtos que eles vio
construinds ¢ eu acho que o imagem e a representagao mental
e edes viio crlando, se callvar ¢ presuncio da minha pares, oo
também porgue gosto muito de Geogebra o i nao s¢ trabalhar de
oufra maneisa, mas e aclu gue em lado nenlidm conseguiriam
construlr wima epresentagis, uime Imagem mental @Bo coireta
e sorxinhos praticamente, sendo depois 30 neceasiria a reflexio
o a slnbetizacio dagullo que eles vio construbido.

— E==e refato ¢ muito interessante; E deixa-me dizer que o comece
pur ber oy meds aluiod @ reagiem ondo mal e algung
queTerer g 0w da geometria dindmica ndo fose obrigaidrio
na utidade curriculan Mas primeiras sensanas havia wna nesisbéncia
RO ¢ ALy que Hvemes ou disse: podemos musdars tuds
mienas a peometria dinimica. Todo o trabalhe que vamos realizar
neata wiidade tem de ser feibo com recureo ao Geogebes, Clars que
chas foram olimapassando 2 resisliéncia e alpumas semanas depois
wirra alima disse-me — “Tenho trma colsa moito inferessante parm
the dizer, En dow explicacies a minkdos do 50 ¢ 6.7 anos ¢ & dnica
EAAnCES gue el encontrel para que ele percebessem, fnalmente,
a diferenca sntre peta, semirreta e segmento de veta fol usando o
Geogebra® Exptamente o que fuestis a dizer

h i

— Pois e Fles mexiam, mexiam, arrastavam, armstavam @
ommentavam "ksto punca mass acalsa’] E como este mudto outros
conceitos que ebes vio adgoirindo.
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— A minha aluna acaboa ainda por dizer — “Tenbo que reconbecer
aie e recuren & geomeiria dinfimica, do ponto de vista visaal, cria
condicies para wma compreensse diferente, Os mitdos consopem.,
de facto, entender o que ¢ ndo ter principlo sem fim, goe & uma
aideia muite forte relativamente a reta. O Geogehra da precisamente
eiaa bdela porgue por mads voltas quee deem nunca aparece o fim
NI NUNCE APArecs o [rincipin,

— Mlas o professor tem de os i questionando tambem, porgoe
ae faie houver all nmu Intervencio arientandoe-os e, sohretudo,
queestinnande-os, 05 coisas passam s badoe Fles veem, mas se
IERO A8 PECEUNLAD O QUE & e POCgLe & quse &, e Seq e pensaram,
nem se construim dali wm conhecmento que ficasse, que eles
interborizassem como algo importante e alge que aprenderam.
— F penr e g ot i pesdiscodir. Podia coder em tuda, mas ndo
peedia ceder no recursa anambiente dindmico ¢ teve de ficar claso
para e que wso ora completansente intoeivel pongee su eetou
completamente comvencida que era isse que mia fazer a diferenca.
Maoera nos contetidos., o8 objetos a estudar podesiam ser tridngubos
ou quadriliteros, nio era of que estava a diferenga, A diferenca
estan'a exatamende na geoetria dirdimica e ra forma de trabalhae
a5 relagies geometricas com base numas expermentacio com fodas
a5 caracteristicas que um ambiente desta natureza possibilita. Assim
como tu também estis completamente convencida, ¢ porque estis
convencids também imvestes desta maneira, também tens essa
atitude sobre & constroche doe conhecl mento geamdtrico ¢ da sua
importincia na construcis & conbecimenta matemddion,

— Clare que sime Dai a minha persisténcia na etilizagio
do Geogebra como ferramenta de aprendizagem ¢ como
aprendizagem  propaamente dita. Os alunos constroem
conhecimentos com as ferramentas, unta vez que elas incorporam
muitos conceitos matematicos, e com as stividades quoe realizam
oo essas lerramentas.

— Felizimente que me mostraste o5 @Hioes uieeslavas 1 I8 com os
trusmindos. & tua orientagio dastarefas infleenciou-me bastonte, A
ideda principal fod a de que houvesse dgum objetive de apeendizagem
matematica, porfanto ndo era sdusar & ferramenta pois esta tinha
que sepvir pars uma aprendizagem matemitica especifica. Euacho
o boy primeiro guiio sobre os pontos (figur 1), em que questionas o
que & possived Fazer corm Erés ponbos, um gido multo bem pensado.
Esse guifio influencion muits esta minha nova forma de encarar a
necessifads do apronder autilizagda das fer pameontas Geogobea, O
que & possivel fazer com trés pontos & uma perspetiva matemgdtics
da utblizacio da geomedrla msito inferessante para aprendes a usar
as ferramentas com o objetivo de aprender matemidtica, Naose trata
cle apresder a usr as ferramenias 50 pordie sin, & esse potencial
¢ liwerents a Lisda a matciz conoetual dos ambientes de geometria
dindmica e tem gue ser trabalhade tamben,

— Uy guides sdo pensados nima perspetiva de orlentar/locar ox
alupos na realizagio da tarefa, explorando as ferramentas qoe
Ihes perinitan comstrule os concetos gesitéincos avangar ai
aprendizagem malenidlic,

— Claro quea tua dindmica de audss ¢ muito diferente da minka, pela
diferenga de idades ¢ pela diferensa de objetivos deaprendizagem. Eu
djuien gue pates mews alunos, para além de apremderom geometria,
desenvelvam um conjunte de competéneas ¢ de atitudes ¢, também,
quie a0 deseqvolvi-las, shgqoanto sdgulrem conheclmontos do
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geomettia, comecem tambstm a ter ama perspativa didatica sobre
miwos conhecimentos. Eles estio a aprender geamaotria para rem
EISINAF ERHTETTR 35 CrANGas [Rquends

COMEMTARIOS FIMNAIS

Com este primelro diflogo pretendemos evidenciar algumas

idedas e felie de conclusio deste primelre deilogo:

— A necessidade de crlar tarefas de aprendizagem sobre as
fesramentas ¢ funcionalidades do ambiente de geometria
dimdmica (gubbes mo caso de 1.2 ano de escolaridade; tarefis
automamins com ok estudantes adultos),

= enorme poder de aprendizagem de conhecimentos
geomeétricos inerente dutilizacio do ambierte de geometrla
dindmica (AGEY. Um AGE & wma representacio do plano em
que estio infegrados os instrumentos comuns da geametria
& regia, o esquaden, o compasso, o transferidor. £ importante
clestacar gue um ponbo lvee mum AGE representa qualquer
pomta dea plana & por Bao, ac trabalhar cons om posto lvee
estamas a frabalhar com todas os pontos do plana. Temos
prosente s noss vista @ podemas mankpular o casiter infiniio
do comjunio de pomtos do plans.

= A naturers de dependéncia dindmica entee wimn ponto Livee
& am ponio constraldo, entre o8 dlementos lvees de i
construcdo e o elementos constriddos 4 partic dos elementos
originais. E esta dependencia ¢ o sua manipulacio que nos
permite explorar & conhecer as propriedades dos objetos
gecanatricos constriidos, por mads simples que eles sejanm,

= valor insubstituivel dé um AGD na construgio do
rackcino espacial perante objelos geom=atrioos que o swelie
Cria o constrod, que observa, analiza e manipula,
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Da reflexdo a construcdo de figuras com sime-

tria de reflexao

CRISTINA LOUREIRO, GRACA PEREIRA

Poucas vezes deixamos os alunos fazer descobertas livres.
Um ambiente de geometria dindmica é precisamente, como o
préprio nome indica, um ambiente propicio a exploracéo livre.
As ferramentas do ambiente sdo tdo poderosas que, s por si,
permitem fazer grandes descobertas.

Neste artigo vamos dialogar sobre as descobertas dos alunos,
numa exploracgéo livre, a partir da utilizacdo de uma ferramenta
muito simples, uma transformacdo geométrica, neste caso a
reflexdo.

Antes de iniciarmos o nosso segundo didlogo, recordamos
que no artigo que precede estel, a situacdo apresentada pedia
simplesmente aos alunos que descobrissem o que podiam
construir com um, com dois e com trés pontos no GeoGebra.
Retomamos agora esta ideia.

EXPLORAGAO LIVRE PELOS ALUNOS

— Graga, vale a pena ligar este dialogo com a primeira tarefa
que tu fizeste com os teus alunos do 1.° ano e que foi uma
tarefa completamente aberta. Digo isto porque tu pediste aos
alunos para descobrir o que poderiam fazer com um, dois e
trés pontos. A tarefa nio tinha um objetivo direto de trabalhar
alguns aspetos das propriedades das figuras. A proposta era
simplesmente experimentar e descobrir. Este tipo de questoes
nés nunca fariamos com régua e compasso. Nunca proporiamos
aos midos — O que consegues fazer com um ponto? Eles iriam
responder — Nada. O que consegues fazer com dois pontos?
Se calhar voltavam a responder “nada” Mas com recurso ao
ambiente de geometria dinamica fez todo o sentido fazer aquela
proposta e eles fizeram descobertas muito interessantes. Nao sei
se tu concordas com esta ideia de que sdo exploracoes em aberto.

— Eu chamo exploracdo livre.

— A primeira questdo que quero colocar é se te lembras de outras
experiéncias com o GeoGebra em que proponhas este tipo de
descobertas em aberto. Exploracéo livre é uma boa designacao.
Nao estou s a pensar na experiéncia deste ano, podes recordar
exemplos de outros anos.

— Sempre que introduzo uma ferramenta nova, o primeiro
contacto é sempre uma exploracio livre. A medida que os alunos
estdo a explorar, vou circulando pelos lugares, vou vendo o
que eles estdo a fazer, vou ouvindo os seus comentérios e vou
retirando os aspetos que considero importantes para aquilo
que quero trabalhar com aquela ferramenta. E com base nesses

lEducagio & Matematica n° 160, pp. 30-32
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comentdrios que os alunos vio fazendo, que eu depois construo
o guifo. Normalmente dou sempre um tempo para fazerem a
exploracdo livre de qualquer ferramenta. Aconteceu isso com a
reflexdo e, em anos anteriores, também aconteceu com outras
ferramentas, como por exemplo, com a circunferéncia, com
a reta paralela, com a perpendicular, com o poligono regular.
Apresentei sempre as ferramentas. Os alunos iam explorando
livremente e eu ia vendo o que faziam e o que comentavam.

— Mas como é que lhes apresentas a ferramenta, como € que
a introduzes?

— Quando foi o trabalho sobre a reflexdo, a isometria, eu estava
no quadro interativo e a medida que ia mostrando aquela
ferramenta eles iam acompanhando. Eu escolhi um triangulo
para comecar, porque foi a figura que vinha sendo trabalhada ja
desde o inicio. Desenhei um tridangulo e recordei que ja tinhamos
trabalhado com essa figura quando trabalhdmos o quarto de volta
e ameia volta. Disse que iamos usar aquela ferramenta (reflexdo
em relagdo a um eixo) e expliquei como iriamos fazer. Fiz uma
reta e eles iam acompanhando. Eu fazia e eles faziam. Desenhei
uma figura, o tridngulo e, a maioria dos mitdos fez como eu, o
que normalmente acontece quando apresento um exemplo. E,
portanto, experimentaram e desenharam um tridngulo.

— E areta que vai ser o eixo?

— Antes de falar na reta expliquei que tinhamos de selecionar
a figura, e ai houve de facto alguma dificuldade porque alguns
alunos ndo sabiam como selecionar a figura. Os middos
ajudaram-se muito, sobretudo os que tinham tablet, porque
nio sabiam como haviam de fazer. Entdo, quando um midado
descobriu, explicou aos outros como se fazia. Punham o dedo
em cima do tridngulo e arrastavam. A partir dali, os que ja
sabiam ajudavam os outros. Para os que tinham o computador
foi facil porque viam como eu fazia no quadro interativo. Depois
disso, disse que tinham de clicar na reta e, logo que cliquei,
viram o que acontecia. Eles viram de facto a imagem refletida
e foi ai que surgiram os primeiros comentarios. Depois foram
experimentando...

— E osinal de que estas experiéncias foram bastante significativas
sdo os comentarios dos mitdos.

— A primeira coisa que ouvi de uma midda foi — Ah! E o
reflexo! Faz reflexo! Quando clico aqui (na reta) faz reflexo! A
partir dali eu deixei-os trabalhar e, quando perceberam o que
podiam fazer com a ferramenta, comegaram a fazer figuras e
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desenhos. Eu ia passando, questionava-os sobre o que viam e
incentivava-os a mexer, mover, experimentar.

— Espera um pouco. Parece-me importante que fique bem claro
como decorre esta primeira exploracéio livre quando ha uma
ferramenta nova para aprender a usar e qual é a natureza das
descobertas que as criancas fazem.

— Eles comegaram a mexer e viram que havia ali algo
que se mantinha. Mexiam no objeto e a imagem tinha um
determinado comportamento. Ao mexerem na reta tinha outro
comportamento. E iam falando destas coisas. Foram duas aulas
de exploragéo livre, pois ndo fazem todos a0 mesmo tempo.
Alguns conseguem fazer logo e acompanhar, outros nem por
isso. Entdo uns ajudam os outros e quando hd um ndmero grande
de alunos que consegue fazer esta parte da tarefa, avangamos.
Mexem na figura, movem os pontos, movem a reta e vao vendo
o que vai acontecendo. E é nesta altura que exploram livremente.

— Parece-me que ficou muito claro porque esta ferramenta da
reflexdo é super simples de utilizar. Houve s6 aqui o pequeno
problema de como selecionar, mas depois a utilizacio é imediata
e o impacto é muito grande. Talvez seja por isso que essa mitida
teve essa reacio to forte.

— Uau! Ela fez uma grande exclamagao. Ficou muito admirada
ao ver que clicando ali (na reta) aparecia a figura do outro lado.
E quando ouvi é o reflexo eu ndo disse nada, deixei-os continuar.
Fui passando por eles e perguntei: — entdo isso é o reflexo do
qué? — E aquela figura que est4 aqui refletida, ¢ como quando
néds estamos ao espelho — explicou. Depois foram relacionando o
que faziam, com o que acontecia. No final da aula jé abri o didlogo
a todos os alunos, para ver se todos tinham visto acontecer
aquilo que a Rita tinha identificado. A Rita foi a primeira que,
ao experimentar, viu a reflexdo a acontecer.

A DINAMICA GERADA PELA EXPLORAGAO LIVRE

— E o teu incentivo para experimentar foi uma grande ajuda.
Sugerias que manipulassem o objeto ou a reta?

— Eu fui dizendo sempre para mexerem a vontade: — Podem
mexer nos pontos, podem mexer na reta, podem movimentar,
podem esticar, podem encolher. Eles, ao mover, iam fazendo
comentarios. — O professora, quando mexo neste, que ¢ a
imagem, nenhum se mexe, s6 se movimenta quando mexo na
primeira que fiz (para eles, naquele momento néo era objeto,
mas a primeira imagem que tinham desenhado). Uns questionam
os outros: — Tu viste, entdo também vou experimentar. E vido
comentando. — Ao movimentar a reta, um afasta-se para um
lado e o outro afasta-se para o outro. E todos vdo experimentar
porque ouviram um colega dizer. E eles ndo deixam passar!
Quando algum ndo consegue ver o que outro colega viu, e isto
é geral, alguém tem que ir ajudar. Ou o colega, ou eu, ou o outro
professor que também estd na sala, que é o professor do apoio
educativo e que costuma estar comigo. Alguém tem de 14 ir!
Nao desistem e insistem quando ndo veem aquilo que outros
colegas ja viram.

— Isso é muito engracado.
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— Mesmo aqueles mitdos que tém mais dificuldade acabam, no
final, por sentir um prazer enorme porque também conseguiram
ver. Viram aquilo que todos viram. Acho que o que ali sentem
¢ de grande importéincia. Afinal também conseguiram! E isso
¢ muito bom.

— Essa ideia agora que deste do estimulo positivo que essa
situacdo provoca e o apelo a todos quererem ver é uma coisa
muito interessante mesmo. E muito envolvente de facto. Uma
pequena descoberta de um aluno tem um impacto enorme
porque apela de uma forma alargada ao envolvimento dos outros.

— O sentido da descoberta e a vontade de experimentar sdo
muito fortes nas criancas.

— Disseste que tinhas comecado pelo tridngulo, mas nas
fotografias que vi estdo outras figuras. E também me da a
impressao de que existem figuras que parecem sobrepostas.
— Sim, havia. Depois do tridangulo eles desenharam aquilo que
quiseram. Desenharam outro tipo de figuras. O tridangulo foi o
exemplo inicial. Depois disso foram explorar com outras figuras
e ndo se limitaram aquilo que foi o inicio. Havia ali alguns que
eram quadrilateros, mas fizeram imensas figuras variadas. O
triangulo foi s6 mesmo para introduzir e para eles verem o
que acontecia.

— Fico aqui com uma curiosidade. Mesmo quando desenhavam
mais figuras usavam a mesma reta como eixo de reflexao?

— Sim. Na primeira abordagem usavam sempre a mesma reta.
lam arrastando a folha e iam fazendo a imagem noutro espago
da folha. Mas era sempre a mesma reta.

— Numa das fotografias ha uma figura que me chamou a atencio,
e que acho muito interessante.

— E uma que me parece ser originalmente um quadrilétero.
— Sao dois triangulos?
— Mas ndo sdo. E de facto um quadrilatero®.

— Exatamente. FE um quadrilatero que o mitido faz ficar com os
lados cruzados. Ele cruza os lados do quadrilatero. E é muito
forte aqui a ideia da inversédo da reflexdo. Vé-se muito bem.

— Pois vé.

— Se o ponto de partida tivesse sido um quadrado, se calhar ha
descobertas que ndo tinham sido tdo sensiveis para eles. E isto é
uma ideia que eu acho muito valiosa porque é a percecdo de que

2Assume-se uma definigio de poligono que nio exclui a possibilidade dos
lados se intersetarem. Num ambiente de geometria dindmica esta é a situagéo
comum para a ferramenta que permite construir um poligono com um dado
ndmero de lados.
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areflexio inverte a figura. E nessa fotografia é muito evidente.
— Eles diziam que ficava ao contrério.
— A outra ideia que também € interessante é uma em que ele

puxa a figura para cima do eixo. O objeto e aimagem ficam com
pontos comuns sobrepostos ao eixo.

— Essa foi aquela em que o middo disse que parecia um vestido.
(risos) Parecia um vestido e tem ao lado outros tridngulos.

— Esta ideia de eles puxarem o ponto para cima do eixo é
uma ideia muito boa também. No fundo é uma propriedade
interessante da reflexdo, os pontos do eixo nio se alteram,
digamos assim.

— E eu lembro-me que, nio sei se foi um mitdo ou se foi uma
midda, que disse que parecia um vestido, e a colega que estava
ao lado disse: — E parece uma figura sd, tem metade para um
lado e metade para o outro. Portanto aqui, embora ndo de forma
explicita, ja estava a identificar o eixo de simetria da figura. A
figura ficou com um eixo de simetria. Quando surgem este
tipo de comentdrios, eu coloco o comentario a discussdo. Digo
em voz alta: — A Clara descobriu ... e disse isto. O que é que
vocés acham? Eles vdo fazendo comentérios e logo a seguir
vdo experimentar. Se ndo é com esta figura é com outra. Vou
fazendo assim ao longo da exploracgdo, também.

— Mas agora voltaste a evidenciar outro aspeto muito forte deste
caminho que aqui foi seguido. E uma maneira genial de ligar a
reflexdo com a construcéo de figuras com simetria de reflexao.
Naturalmente, esta exploracio livre leva-os exatamente a essa
situacdo. Levou-os exatamente a essa situacdo que disseste.
Quando eles fazem os comentarios sobre metades da figura é
excelente. Mas o ponto de partida foi a reflexdo. Um objeto e uma
imagem completamente separados, completamente distintos. E
depois a dinAmica do ambiente é que permite fazer isto.

— Sim, sim.

— La esta. Hd aqui um potencial que cria uma série de situagoes,
que se ndo fosse a geometria dinAmica ndo aconteceriam. Isto
nao aconteceria com papel e lapis.

— Naéo acontecia seguramente. Alids, a reflexdo ndo é do
programa do 1.° ano e eu ndo me atreveria a trabalha-la se nao
fosse no GeoGebra.

— Claro.

— Nem acho que os alunos, mesmo que eu fizesse com
recortes, com o borrdo de tinta, com dobragens, com....,
nunca conseguiriam ver aquilo que conseguem ver no ecra do
computador. Eu gosto muito do GeoGebra!

APROXIMAGOES A UTILIZAGAO DO GEOGEBRA NOS 1.° E 2.° CICLOS

— E a outra mitida que faz um desenho que parece uma boneca?
Como é que aparece esse desenho de uma menina?

— Esta mitda, depois de fazer com o tridngulo, ndo foi
experimentar com outras figuras. Esta partiu logo para o desenho
e, portanto, também aparece ali a boneca. Ela inicialmente fez a
boneca e estava s6 a mové-la, mas depois do middo do vestido
ter dito que tinha conseguido fazer o vestido, que a reta ficava
no meio e que ficava metade para um lado e metade para o
outro, ela foi experimentar com a boneca.

— Fica aboneca sobreposta. Lembras-te do que a mitida disse?

— Disse que ela conseguia fazer com a boneca aquilo que o
colega tinha feito com duas figuras. Fez duas bonecas (sendo
uma a reflexdo da outra) e conseguiu sobrepor. Foi aqui que
ficou, eu acho, bastante vincada a questio de a imagem ser
congruente. Acho que ajudou a reforcar bem essa ideia. Ela fez
uma boneca, refletiu-a e, ao tentar sobrepor, concluiu que as
bonecas coincidiam, que a imagem era mesmo igual.

— Como é que ela desenhou a boneca no GeoGebra?

— Ela desenhou com o dedito. No tablet hd um acesso a um lépis
digital para desenhar. Nao é com figuras geométricas. Embora
esta mitda tenha feito a boneca a partir do tridngulo. Ela fez o
corpo, o tridngulo, e depois acrescentou o resto dos elementos
que desenhou com o dedo.

— Graca, depois desta descricdo parece-me evidente que este
texto deve ter como titulo — Da reflexdo a construcéo de figuras
com simetria de reflexdo. Tu concordas?

— Sim, concordo. E depois na tarefa seguinte podemos ver
como pensei o guido a partir destas ideias e comentérios da
exploragdo livre.

— Completamente de acordo. E essa perspetiva que acaba por
estar aqui muito evidente, que é a exploracio livre, que te da ideias
para depois decidir o que deve ser, ou pode ser a orientacio a
seguir. Fascina-me o modo como a liberdade para experimentar,
neste ambiente, proporciona condi¢des para que a curiosidade
contagiosa das criancas conduza a experiéncias e descobertas
tdo ricas.

CRISTINA LOUREIRO

Escoia SUPERIOR DE EDUCAGAO DE LisBoA

GRAGA PEREIRA
AGRUPAMENTO DE ESCOLAS DE ALAPRAIA
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APROXIMAGOES A UTILIZAGAO DO GEOGEBRA NOS 1.° E 2.° CICLOS

Propriedades da reflexdo (isometria) e a sua
utilidade ao alcance das criancas

CRISTINA LOUREIRO, GRACA PEREIRA

Este texto tem por base uma experiéncia que evidencia o modo como as propriedades de uma transformacao geométrica, a reflexao,
estdo ao alcance dos alunos ou, melhor, como € que as experiéncias realizadas num ambiente de geometria dindmica e o potencial
de descoberta que podem proporcionar permitem uma apropriacdo notavel das propriedades das isometrias e a associagdo as

propriedades de simetria de uma figura geométrica.

A realizacdo desta experiéncia contemplou mais do que uma tarefa e varios momentos de trabalho. Optdmos por dividir a sua
descricdo em duas partes para focar, com mais possibilidades de pormenor, as aprendizagens realizadas pelos alunos. A primeira
parte foi ja exposta e refletida no texto apresentado na revista Educacio & Matematica n.° 160. A leitura deste texto agora, embora
auténoma, apresenta duas ligacdes explicitas ao artigo anterior que se encontram assinaladas com uma chamada de atengio.

No que respeita a forma, este artigo mantém o formato de um didlogo entre as duas autoras, por analogia com outros textos
apresentados anteriormente. Metodologicamente, estes dialogos sdo realizados via zoom e, depois, transcritos. O texto é elaborado
com base na transcricdo e é finalizado pelas duas autoras em parceria.

AS PROPRIEDADES DA REFLEXAO DESCOBERTAS PELOS
ALUNOS

Graga, lembras-te quando escrevemos a propdsito da
exploracio da tarefa sobre a reflexio, a certa altura tu referiste
as propriedades que os alunos descobriram, mas entio decidimos
ndo desenvolver essas ideias no artigo que ja escrevemos'. Eu
considero essa parte das descobertas que os alunos fizeram tdo
valiosa, tio interessante, que agora deviamos retomar. Podemos
s6 falar nas propriedades que eles descobriram para a reflexio.
Nao achas?

Sim, até porque vou retomar esse assunto e é importante
revisitar aquilo que disseram na altura. Elaborei, entéo, a
seguinte lista em que registei as expressoes dos alunos:

— Quando movemos o tridngulo, o que esta refletido move-
se no sentido contrario.

— Quando movemos a reta s6 move o reflexo.

— Se tentarmos mover o triangulo refletido, ndo da.

— Quando fazemos a reflexdo o tridngulo fica a mesma
distancia da reta.

— A reta é como um espelho.

— Quando juntamos a reflexdo com o triangulo, fica uma
figura s6. (Ainda com a reta no meio).

— Quando refletimos o triangulo, aparece do outro lado
um triangulo igual. S6 muda a posicao.

Podemos ir analisando as afirmagdes mais significativas e que sdo
fundamentais como propriedades da reflexdo como isometria.
Comecamos pela ultima desta lista.

Eles descobriram que a imagem é igual ao objeto, ou seja,
o reflexo é uma imagem igual. E claro que nio falaram em
congruente, que também nao era suposto, mas foram muito
expressivos e convictos a destacar que é uma imagem igual.

'Educacio & Matematica n.° 161, pp. 23-25
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Achei a tua descricdo muito engracada, principalmente a
maneira como eles se aperceberam disso e como destacaram
uma imagem igual ao objeto. Queres explicar o fim da frase
“s6 muda a posi¢do”.

Como estas descobertas sio feitas com grande dinamismo e
movimento dos dedos no ecra dos tablets, eles destacaram
o facto de que a posicio do eixo de reflexdo nédo alterava
a igualdade da imagem, apenas alterava a posicado. E isso
aconteceu quando fizeram a tarefa com o tridngulo (Figura1)
e mais tarde com o quadrado (Figura 2).

Figura 1

Figura 2

Outra descoberta, que esteve muito relacionada com os
movimentos de arrastamento das figuras, foi que a distancia
da reta ao objeto que tinham desenhado era a mesma que
da reta a imagem.
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Observavam isso quando tentavam aproximar o objeto ao eixo
de reflexdo. Isto é, se a distincia do objeto a reta diminuia
ou aumentava, também diminuia ou aumentava a distincia
da imagem a reta.

A questao da distancia foi muito evidente e significativa para
eles.

A congruéncia entre objeto e imagem e a igualdade da distancia
ao eixo sdo duas propriedades importantes a registar. Explica
agora a primeira ideia da lista “Quando movemos o tridngulo,
o que estd refletido move-se no sentido contrdrio”

Esta ideia também decorre das muitas movimentacdes que
experimentavam. Quando os alunos movimentavam o objeto
recorrendo ao cursor, se ele se afastava para o lado esquerdo,
a imagem ia para o lado direito.

Havia uma inversao no sentido.

Sim, e eles observavam essa inversao do sentido. A mesma
coisa em relacdo aos pontos. Eles tinham destacado os pontos,
alterando o estilo e a cor que 0 GeoGebra permite. Viam que se
um ponto estava do lado direito no objeto, na imagem estava
do lado esquerdo e, portanto, a figura estava ao contrario.

Que é outra maneira de reforcar a inversdo. O objeto rodava para
um lado, aimagem rodava no sentido contrario. Associando esta
variacdo com a mudanca de posicdo dos vérios elementos do
objeto relativamente a posicdo dos mesmos elementos depois
na imagem, fica ainda mais forte a percecdo da inverséo.

UTILIZACAO DAS PROPRIEDADES

Além dessas trés ideias ha, ainda, outro aspeto muito
significativo que surgiu quando eles tentaram sobrepor o
objeto e aimagem e juntaram, sobre a reta, o ponto do objeto
e o ponto da imagem. Muitos deles disseram que ali parecia
uma figura s com a reta no meio. A reta ficava no meio das
duas figuras e sobre a reta ficavam pontos que coincidem,
como é o caso do ponto assinalado a azul na figura 3.

Figura 3

Na imagem da figura 3 vé-se muito bem que o vértice de um
dos quadrados, assinalado a azul, coincide com o vértice da
imagem. Além disso o lado de um dos quadrados coincide com
o lado do quadrado imagem. Ficam ambos sobrepostos ao eixo
de reflexdo.

Loureiro, C, & Pereirg, G. (2022). Propriedades da reflexdo (isometria) e a sua utilidade ao alcance das criangas. Educagdo
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E neste tipo de situacoes que sinto os mitidos a compreender
e aapropriarem-se das relacdes geométricas. A visualizacao
é muito forte e, associada ao dinamismo que o ambiente
permite, da vida a essas relagdes. Quando observo, vejo que
as manipulagdes nio sdo feitas ao acaso, ha intencio por parte
das criancas de observar o que acontece. Este aluno moveu o
eixo até ele coincidir com um dos lados do quadrado objeto.
E claro, foi vendo o quadrado imagem a aproximar-se até que
os lados coincidiram.

Astuas descricoes apontam para a compreensio das propriedades
da transformacdo geométrica, neste caso da reflexdo. Sdo ideias
um bocadinho abstratas, mas que desta forma dinAmica e muito
informal acabam por ser muito percetiveis para os alunos. Para
eles foram conclusoes muito fortes.

Esta compreensdo das propriedades das isometrias é algo que
geralmente ndo se trabalha, ndo se valoriza. E vale a pena,
penso que desta maneira vale a pena valorizar e discutir, porque
embora ao nivel destes mitidos ndo se va avangar com tarefas
mais elaboradas sobre a reflexdo, elas sdo fundamentais para
construir o conceito de isometria e distinguir as isometrias umas
das outras. Mesmo s6 estando ainda a trabalhar a reflexdo, estes
mitdos ja estdo a perceber que ha carateristicas proprias da
reflexdo.

Quando eles fizeram esta tarefa tinham de desenhar no guiéo,
com quadriculado, a reflexao feita no tablet. E surgiram erros
nessa representacao. Alguns alunos foram apresentar e houve
colegas que disseram — mas essa nio esta bem, porque ali
tem 2 quadradinhos (referindo-se a distincia da reta ao ponto
vermelho da imagem) e da reta ao objeto tem 4 quadradinhos.
Nio esta bem porque se tem 2 até a imagem, também tem
que ter dois até ao objeto. Acho que isso foi muito claro para
eles (Figura 4).
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Figura 4

Também, quando eles movimentam a figura num sentido
e veem que a outra se movimenta no outro, o proprio
andamento da figura reforca essa questio da distancia.
Arrastam o objeto um, dois, trés... quadradinhos e com a
imagem acontece 0 mesmo ou quando eles movem mais
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rapido, a outra também se move mais rapido. Ali, aquela
questao visual é muito importante.

Acho que disseste uma coisa importantissima. Quando queremos
utilizar as transformagdes geométricas é importante saber
identificar erros como esses que tu disseste agora. Ser capaz de
perceber que numa construgéo ha alguma falha porque ndo pode
ser uma reflexio, ou se for uma reflexdo estd mal representada,
é um sinal claro de compreensio. E, exatamente, uma evidéncia
da utilizagdo das propriedades. Foram os préprios alunos que
se apropriaram das propriedades e que estdo a ser capazes de as
utilizar para verificar, ou para confirmar se uma representacio
estd bem feita ou ndo. Esta apropriacio é muito valiosa. Quando
vierem a trabalhar outras transformacoes, vao perceber que,
por exemplo, numa translacéo ndo hd inversdo pois a imagem é
como que um deslizamento do objeto. Quando eles trabalharem
outras transformacdes a utilizagdo das propriedades vai ser mais
forte. O que eu acho que é de valorizar é que estes mitdos estdo
a compreender o conceito de transformagdo geométrica e vao
ser muito mais sensiveis as propriedades de uma transformacéo
geométrica quando trabalharem com outras.

Acredito que sim, pois sdo ideias que eles vao construindo
através da experimentacdo e da interacio com o que vai
acontecendo no ecra do tablet e, a0 mesmo tempo, com as
construcdes dos colegas que partilham, discutem e corrigem.
E tudo isto, facilitado pelo dinamismo que o GeoGebra
permite e pela predisposicio dos alunos para explorar estas
ferramentas.

Claro que a escolaridade é longa e, possivelmente, sé muito
mais a frente vao contactar de novo com esse assunto. Mas ha
uma sensibilidade diferente que eles vao ganhando.

Sensibilidade essa que, muitas vezes, me obriga a reformular
ou até mesmo a aprofundar as tarefas que lhes proponho.
Muitas vezes sdo eles a propor tarefas para experimentar.

E também nos pode fazer pensar que é possivel proporcionar aos
alunos aprendizagens interessantes que o curriculo ndo previu,
mas que o professor tem abertura para isso. Tu estds a trabalhar
contetdos que ndo fazem parte do programa do 1.° ano, ndo é?
S6 vém mais para a frente.

De facto a geometria dinimica permitiu-me ir além do
prescrito para o 1.° ano, relativamente as questdes abordadas,
e permitiria trabalhar muitas outras coisas.

H4 um aspeto de que ainda ndo falimos, mas que pode ser
interessante. Na tua perspetiva, em que medida é que as
descobertas dos alunos ultrapassaram o que tinhas previsto,
ou nio? Houve ali alguma novidade, digamos assim, para ti.

Tratando-se de um 1.° ano, o facto de eles terem percebido
que a distancia da imagem e do objeto a reta é a mesma foi
para mim uma surpresa. Sobretudo porque eles chegaram la
sem eu lhes pedir, especificamente, contrariamente a outras
situagoes em que lhes foco a atencdao em determinado aspeto.
E esta surgiu mesmo naturalmente. Foi na conversa entre eles,
quando estavam a aproximar e a afastar o objeto e a mover
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a reta para sobrepor objeto e imagem. E depois terem tido
isso em atencio, quando representaram no quadriculado, ou
terem verificado que havia representacoes erradas devido a
esse facto, surpreendeu-me porque nido é muito habitual. Eles
movem a figura e observam que uma vai num sentido, outra
vai em sentido contrario, mas a questdo da distancia a reta
foi um aspeto que eu de facto nido estava a espera. Eu sabia
que isso era uma das propriedades, mas como nio estava a
espera, se eles ndo tivessem descoberto naquela aula, nem
sequer teria abordado essa questao.

E muito engracada esta ideia de que os alunos nos surpreendem.
Sé experimentado com essa tua abertura é que podemos
perceber que eles vdo muito mais além do que nds as vezes
achamos ser possivel. Se nunca lhes damos essa possibilidade,
também ndo sabemos. E a outra coisa aqui interessante,
também, é a sensibilidade do professor para perceber que eles
estdo a descobrir coisas que sdo importantes. Porque muitas
vezes nds apercebemo-nos que os mitdos dizem coisas muito
interessantes, mas o professor, como ndo as valoriza, nem se
apercebe delas. E ai foi muito engracado eles descobrirem essas
ideias todas sobre as propriedades da reflexdo.

Houve outra coisa que também foi muito interessante.
Tem a ver com as potencialidades da visualizacdo. Como o
Geogebra permite mudar o estilo e a cor dos vértices, isso
ajudou-os muito a observar e a comparar as figuras. Se nao
fosse a geometria dindmica e as suas possibilidades, duvido
que middos tio pequenos conseguissem ficar despertos e
conseguissem apropriar-se, ainda que informalmente, destas
propriedades da reflexao.

DA REFLEXAO AS FIGURAS COM SIMETRIA DE REFLEXAO

As criangas gostam de explorar as situagdes ao limite. E neste
caso parece-me que a manipulacio do eixo, arrastando com ele
o objeto imagem, ajudou-os a experimentar o que aconteceria
quando levassem a imagem a coincidir com o objeto.

Foi assim que eles chegaram a simetria de uma figura e que
fizeram aquelas construcdes que discutimos no outro artigo®.
O quadrado foi muito importante neste caso porque permitiu
que eles levassem a imagem a sobrepor-se ao objeto. Com
os tridngulos que representaram, que nio tinham simetria,
nao poderia ter acontecido.

E interessante que, na nossa discussio anterior, ficou evidente
que a exploracdo a partir do objeto tridngulo, figura sem simetria,
os levou a querer construir novas figuras com um eixo de
simetria. Neste caso, a partir do objeto quadrado, figura cheia
de simetria ela propria, as criangas foram levadas a sobreposicio
total objeto—imagem.

Sao tantas aprendizagens em jogo que é mesmo necessario
que facam varias experiéncias, com figuras diferentes e que
conversemos com eles sobre as descobertas. O facto de os
vértices estarem assinalados com cores ajudou muito.

’Educagio & Matemdtica n.° 161, pp. 23-25
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Essa é a compreensio do que ¢ a simetria de uma figura. E a ideia
de que ter um eixo de simetria significa que hd uma reta que
permite que a figura se transforme nela prépria, que coincide
ponto por ponto com ela prépria, mas nio sdo 0s mesmos
pontos, ou seja hd troca de pontos. Essa ideia é de uma abstragdo
enorme. E esses mitdos estdo a percebé-la lindamente e de
forma concreta. Estdo a ver que ela se sobrepde, mas os pontos
que eram do lado direito ficaram a esquerda e os que eram a
esquerda ficaram a direita. Mas como todos os que estavam
a direita se vdo sobrepor a todos os que estavam a esquerda e
vice-versa, objeto e imagem coincidem. Isso € uma compreenséo
da simetria de uma figura que me parece que muitos alunos,
com escolaridade muito mais avangada em matematica, ndo
tém. Portanto, esses mitidos estdo a construir a ideia quer de
transformacdo geométrica, quer de simetria de uma figura de
uma forma muito consistente. E eu concordo completamente
contigo, que isto é o poder da geometria dindmica em agéo e
que ndo se chegaria a esta visdo dupla destes dois conceitos
com papel vegetal e ou com uma mira.

Eu nunca tinha feito este tipo de exploracdo da simetria. E

embora esta dupla perspetiva fosse muito clara para mim,
nao tinha a expetativa que eles chegassem tao longe. Foi um
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trabalho que acabou por contemplar varias tarefas para que
as aprendizagens fossem ficando consistentes.

Esta é perspetiva de abordagem que estd prevista nas
novas aprendizagens essenciais. O ponto de partida é o da
transformacio geométrica, neste caso a reflexo, para depois
chegar as figuras com simetria de reflexdo. Ficamos agora com
o desafio de pensar um caminho analogo para a rotagao.

Sim, sim. Até ao 4.° ano vou querer explorar tudo isto com
os meus alunos. Vou aproveitar o entusiasmo e o interesse
deles. O dia do GeoGebra é um dia especial da semana. Nem
falam noutras aplica¢des. Ja sabem que é o dia do GeoGebra
e perguntam logo — professora é para abrir o GeoGebra? E
eu sinto que eles estio muito mais autbnomos.

CRISTINA LOUREIRO
Escora SUPERIOR DE EDUCAGAO DE LisBoa

GRAGA PEREIRA
AGRUPAMENTO DE EScorAs DE ALAPRAIA, CASCAIS
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Uma outra face da utilizacdo do GeoGebra

CRISTINA LOUREIRO, SANDRA Dias

No ambito do projeto “Aproximacées a utilizagdo do GeoGebra
nos 1.2 e 2.° ciclos do Ensino Bdsico’, temos vindo a estudar diversos
tipos de experiéncias de utilizacdo deste ambiente de geometria
dinimica, integradas no curriculo e da responsabilidade dos
professores titulares de turma.

Neste texto apresentamos parte de uma dessas experiéncias,
realizada no 2.° ciclo, e a descricédo e reflexdo é feita com a
professora responsavel pela turma. Esta experiéncia integra
a realizacdo de duas tarefas na mesma turma, uma realizada
no 5.° ano, em 2020-21 e a outra no 6.° neste ano letivo. £
importante situar esta experiéncia em dois anos letivos muito
afetados pela pandemia Covid-19, embora ambas as tarefas
tenham sido realizadas em aulas presenciais.

Esta utilizacdo do GeoGebra enquadra-se na categoria de
recurso a Manipuldveis Virtuais (MV). Entendemos como
manipuldvel virtual uma representagdo visual interativa de
um objeto matemdtico dindmico, potenciada tecnologicamente,
incluindo todas as possibilidades programdveis que permitem a
sua manipulagdo, que apresenta possibilidades para construgdo
de conhecimento matemdtico, (Moyer-Packenham et Bolyard,
2016, p. 13).

Os manipuldveis virtuais que temos utilizado estdo acessiveis
no site GeoGebra. Estes recursos estdo organizados por temas
matematicos e sdo de acesso livre através de https://www.
geogebra.org/materials.

As duas tarefas experimentadas sdo analisadas em paralelo
e, para elaborar o texto, discutimos amplamente ambas as
experiéncias, procurando organizar uma estrutura de categorias
que facilitasse a sua apresentacéo reflexiva e que constituisse
uma motivagio para a sua replicagdo por outros professores.
Além dos guides das tarefas e da caraterizagdo do contexto de
realizacdo, apresentamos dois itens relativos a aprendizagem
dos alunos (visualizagdo e conhecimentos matemaéticos; atitudes
e comunicacéo), e um focado na acdo do professor (gestdo do
curriculo e diferenciac¢éo). No final, apresentamos uma reflexdo
final sobre a utilizacdo destes recursos.

AS TAREFAS E O CONTEXTO DE REALIZACAO

As duas tarefas (Tarefa A e Tarefa B) contemplam aprendizagens
de geometria tridimensional. A primeira envolve duas partes: a
realizacdo de contagens de elementos de um poliedro (vértices,
faces e arestas) e o estabelecimento de relagdes entre estes
elementos (Relagdo de Euler); a associacio de um poliedro as
suas planificagdes numa exploragio da relagio 3D-2D. A segunda
contempla a exploracio da relagdo do volume de um cilindro
com as varidveis que o influenciam, raio da base e altura, a partir
da variacio destas duas varidveis.

Tarefa A — Poliedros Platonicos

A investigacdo sobre os sélidos platénicos decorreu num
contexto presencial com grandes restricdes na manipulagdo
de materiais devido ao contexto pandémico. Foi dinamizada
numa aula de 90 minutos, na sala TIC, existindo um computador
para cada aluno. Esta foi a primeira experiéncia individual com o
GeoGebra, embora os alunos tivessem tido contatos anteriores
com a geometria dindmica realizados em exploragéo coletiva
em grande grupo com o professor a manipular.

A distribuicdo dos alunos seguiu o critério dos alunos mais
auténomos na manipulacio do computador ficarem ao lado
de colegas com menor autonomia.

Nos minutos iniciais desta sessdo, foi feita pela professora uma
revisdo de conceitos (poligonos regulares) e a apresentacio
das janelas do GeoGebra a utilizar. Apés a leitura do guido de
trabalho, foram clarificadas as instrucdes ja transmitidas e os
alunos deram inicio a investigacdo. Para a andlise de cada sélido
platénico foi indicado no guido o link respetivo e solicitado o
registo de informagdo no préprio guido em papel. Este guido
(figura 1) foi disponibilizado na Classroom para facilitar o acesso
dos utilizadores aos links.
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Tarefa B — Variacdes no volume do cilindro

Nesta tarefa, os alunos analisaram a variacdo do volume do
cilindro em funcéo da alteragdo do comprimento do raio da
base, da altura do sélido e da alteracio destas duas variaveis
em simultaneo. Para tal, foi selecionado um manipulavel no
GeoGebra com 2 seletores (um que permite alterar o valor do
raio e um outro que faz variar a altura do cilindro, oscilando
a escala em intervalos de 0,5), https://www.geogebra.org/m/
W]J8sKG3h. O manipuldvel permite ainda, através de um botéo
de alternancia mostrar/ocultar, visualizar a férmula para calcular
o volume do cilindro e o resultado do seu célculo para os valores
selecionados.

A investigacdo foi realizada a pares, no tablet, numa aula de 45
minutos e todas as conclusoes foram registadas num guido que
orientou os alunos para os objetivos da tarefa e discutidas mais
tarde em grande grupo (figura 2).
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VISUALIZACAO E CONHECIMENTO MATEMATICO

No caso dos poliedros, estes manipuléaveis virtuais permitem que,
através do comando seletor, os alunos visualizem quer o sélido,
quer a sua planificacio. Para alternar, entre a representacgéo a 2D
e arepresentacdo a 3D, bastam poucos segundos e um simples
deslizar do botdo seletor, da direita para a esquerda (e vice-versa).
Além disso, a interatividade para otimizar a visualizagdo de cada
solido ndo fica por aqui. Ao permitir que os alunos manipulem
os sélidos, 0 GeoGebra assegura ndo s6 uma visualizagdo através
do s6lido, mas também, através de um simples click com o rato
num vértice, rodar, arrastar, melhorando o 4ngulo de visualizagdo
e, ampliar o objeto. Nada disto é possivel quando se trabalha
com os sélidos rigidos.

APROXIMAGOES A UTILIZAGAO DO GEOGEBRA NOS 1.° E 2.° CICLOS

Com os modelos de sélidos fisicos, facilmente os alunos se
desorientam durante o processo de contagem do nimero de
faces, de arestas e de vértices do icosaedro e do dodecaedro.
A vantagem da utilizagdo dos manipuldveis virtuais neste
processo foi evidente e quanto mais complexo era o sélido,
mais ébvia era a ajuda que 0 GeoGebra dava nestas contagens.
O GeoGebra permite mudar a cor das arestas, dos vértices e das
faces ao longo da contagem. A utilizagdo desta funcionalidade
foi, indiscutivelmente, um facilitador do processo de contagem
utilizado pela maioria dos alunos. Também a possibilidade de
rodar o solido, de o ampliar ou reduzir, de poder ver através
de, levou os alunos a destacarem algumas propriedades (como
o paralelismos de faces e arestas).

Ja na segunda tarefa, o facto do manipuldvel apresentar a
possibilidade de mostrar ou ocultar, em cada situagéo, a formula
geral do volume do cilindro e o respetivo calculo do volume do
cilindro permitiu que os alunos focassem a sua atencéo na andlise
da variacdo do volume em funcio das variaveis comprimento
do raio, da altura e das duas em simultineo: o que acontece ao
volume quando duplicamos o raio? ... e quando duplicamos a
sua altura?... e se duplicarmos o raio e a altura em simultineo?

Os alunos s6 podem observar que existe uma regularidade
e chegar a conclusdes depois de serem experimentados e
testados vdrios valores para cada questdo. O objetivo desta
tarefa ndo estava em treinar célculos/procedimentos, que iriam
desnecessariamente arrastar no tempo a atividade sem ganhos
para a compreensdo, mas sim em testar varios cendrios e chegar
a conclusdes sobre as relagdes envolvidas.

Também neste manipuldvel, a mais-valia da visualizagio é
indiscutivel. Em segundos é possivel observar como se altera
a imagem de um cilindro quando variamos o raio e a altura
e até perceber que existem solidos equivalentes que ndo sdo
geometricamente iguais. A ideia errada que o volume aumenta
quando o cilindro fica “mais alto” ou “mais largo” é colocada de
parte perante os contra exemplos visuais.

Quantas aulas seriam necessarias para dinamizar uma atividade
como esta sem 0 GeoGebra? Construir os cilindros em papel
para a sua visualizacdo, efetuar os calculos caso a caso...

ATITUDES E COMUNICACAO

A utilizacdo deste tipo de ferramentas aumenta a predisposi¢do
dos alunos para o trabalho e potencia o seu envolvimento na
tarefa. Trabalhar com o computador e com o tablet, utilizar
manipulaveis virtuais, poder experimentar, poder errar, poder
em pouco tempo reformular e melhorar, sem se expor perante
o0 grupo turma, foram mais-valias apontadas pelos alunos.

A exploragdo destes manipuldveis potencia a comunicagéo entre
alunos e o trabalho cooperativo. Além disso, no caso dos alunos
mais curiosos e pré-ativos, estes objetos virtuais permitem ir
além dos objetivos inicialmente tragados pelo professor, mesmo
quando cada um trabalha no seu PC ou tablet. J4 viste o que
acontece quando clicas aqui? Como conseguiste fazer(...)?...E
se (...) foram dindmicas de comunicac¢io estabelecidas entre
alunos e entre o professor e alguns alunos.

Loureiro, C, & Dias, S. (2022). Uma outra face da utilizacdo do GeoGebra. Educacdo e Matemdtica, 164, 47-49.



https://www.geogebra.org/m/WJ8sKG3h
https://www.geogebra.org/m/WJ8sKG3h

ﬁ CADERNO DE APONTAMENTOS DE GEOMETRIA

GESTAO DO CURRICULO E DIFERENCIAGAO

A gestdo do curriculo, no que respeita ao tempo e recursos é, para
qualquer professor, um aspecto critico na sua préatica. Mesmo
para professores com longa experiéncia, a gestdo do curriculo
continua a ser um grande desafio que se tem vindo a alargar
com as possibilidades tecnoldgicas atuais. O ensino a distancia
levou-nos a conhecer e a explorar um conjunto vasto de recursos
digitais e, necessariamente, a alterar praticas e dindmicas de
trabalho, quer com alunos, quer com colegas.

A elaboracdo dos guides utilizados ndo exige qualquer
conhecimento profundo ou mestria na manipulacio do
GeoGebra. Os manipuldveis virtuais selecionados, estdo
disponiveis online, na Comunidade GeoGebra, sdo de acesso
livre e de fécil manipulagdo para os alunos.

Por outro lado, o grupo-turma que desenvolveu estas tarefas
¢ muito heterogéneo. Integra alunos com grandes assimetrias
ao nivel dos pré-requisitos, dos conhecimentos e capacidades
matematicas, 0 que consequentemente interfere com o ritmo
de trabalho e motivagdo para a Matemdtica.

Na tarefa A, se num momento inicial, o papel do professor foi o
de orientar e esclarecer davidas relativamente a funcionalidades
de comandos do GeoGebra, com o desenrolar da atividade,
os alunos que concluiam a primeira fase foram desafiados
a construir e explorar prismas e pirdmides com recurso a
modelos construidos no GeoGebra. Deste modo, dentro das
suas capacidades e ritmos, todos estiveram envolvidos em
diferentes etapas da tarefa, tendo sido dada a possibilidade a
alguns de ir mais longe e realizar uma exploracéo de prismas e
de piramides de forma livre.

Na tarefa B, as ferramentas de célculo, associadas ao manipulavel,
tornaram acessivel a tarefa a todos os alunos, independentemente
da sua proficiéncia algébrica e, sobretudo, pouparam muito
tempo, tornando a exploracdo mais eficiente.

Para além de desenvolver capacidades de visualizagdo, de
comparacdo, de andlise e de generalizacdo, a comunicagio
matemdtica ganha grande importincia nos momentos de
discussdo coletiva. S6 sabe explicar corretamente quem
compreende. Sdo estes momentos que permitem fazer um uso
correto do vocabuldrio, mobilizar defini¢des e conhecimentos
anteriores para argumentar, permitindo estruturar e alargar
raciocinios.

Apesar de ser uma tarefa mais dirigida, a diferenciacdo
pedagdgica também foi assegurada, quando na pégina 2, os
alunos que terminavam mais cedo eram desafiados a utilizar este
manipuldvel do GGB e a integrarem os conceitos trabalhados
com outra complexidade - a resolucdo de um problema: “A
Joana fez velas para vender. Comprou um cubo de cera com 1m3
para fazer velas de trés tamanhos diferentes. De cada tamanho
pretende fazer oito velas. Quais sdo as dimensdes de cada vela?”.

Ambas as tarefas foram integradas na planificacdo habitual
e foram criadas com base na sua adequagéo aos objetivos de
aprendizagem previstos no programa dos anos em referéncia.
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REFLEXAO FINAL

Uma das nossas inten¢des tem sido compreender o conceito de
MYV e pensar como os exemplos que vamos experimentando
se enquadram na definicdo de Moyer-Packenham e Bolyard
apresentada no inicio do texto. Esta compreensio tem-nos
permitido analisar com profundidade as experiéncias realizadas
no ambito deste projeto e reconhecer o valor dos manipulaveis
virtuais do GeoGebra para a aprendizagem.

A importéincia da explicitagdo clara da forma como a tarefa é
implementada é um dos aspetos a que é preciso dar atencio
no momento de apresentacdo da tarefa aos alunos. Estes
manipuldveis virtuais integram o objeto matematico e os
comandos que permitem fazer variaces. E importante que na
fase de introdugio da tarefa o professor aponte as funcionalidades
dos comandos e analise com os alunos aspetos significativos
da dindmica acessivel. Claro, sem prejudicar o potencial de
aprendizagem matemadtica da tarefa.

O poder do ambiente dindmico permite associar mais do que
uma representacao do mesmo objeto matematico. Outra faceta
deste poder sdo as vdrias possibilidades de visualizacdo das
representacgdes do objeto e a sua manipulagdo muito acessivel.
Um outro aspecto que decorre da variagdo dindmica dos objetos
é a associacido de medidas ou outros valores numéricos de
elementos do objeto matemadtico e o acesso a resultados do
calculo com esses valores. Este é seguramente um dos pontos
que nos merece especial atencdo nas experiéncias que temos
realizado. Esta possibilidade é claramente uma diferenca
intrinseca relativamente aos manipulaveis fisicos.

Estas experiéncias foram realizadas sem acesso associado a
modelos manipuléveis fisicos dos sélidos em causa ou a materiais
manipuldveis adequados a construcéo das suas estruturas. Este
tipo de associagdo é um aspecto sobre o qual ainda ndo nos
debrugamos, embora consideremos muito relevante estudar
modos de fazer essa associagéo.

Por ultimo destacamos as tarefas. Em qualquer utilizagéo de
modelos matemdticos manipuléveis, sejam virtuais ou fisicos, o
instrumento fundamental de aprendizagem séo as tarefas, pois
sdo estas que podem proporcionar aprendizagens. Nao é por
acaso que os autores que referimos destacam na parte final da
formulacdo do conceito as possibilidades para construcio de
conhecimento matematico. Ao professor cabe selecionar ou
criar as tarefas que potenciam essas possibilidades.
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Velas para todos os gostos

CRISTINA LOUREIRO, SANDRA DiAs

A resolucio de problemas serd sempre uma fonte de
conhecimento e de admiragio. E isso acontece porque também
para nds professores é uma atividade desafiante onde hd sempre
novidades. Seja porque descobrimos um novo processo de
resolucdo ou porque a tecnologia nos permite encarar o problema
com outros olhos, passamos a apreciar cada problema de outra
maneira. Porém, para além deste gosto pessoal, a maneira como
0s nossos alunos os resolvem serd sempre a maior compensagio
didatica da resolugdo de problemas e um grande incentivo a
sua exploracéo e a reflexdo partilhada. E claro, também uma
fonte de novos problemas e de novas compreensdes sobre os
processos de resolugéo.

Partilhamos com este espirito resolugdes comentadas do
Problema das velas que foi proposto com acesso ao manipulével
virtual do GeoGebra (MV) acessivel em https://www.geogebra.
org/m/WJ8sKG3h (EM, n.°164). Partilhamos resolu¢des nossas
e resolugdes de alunos do 6.° ano e apresentamos algumas
consideragdes no final.

O PROBLEMA

A Joana fez velas para vender. Comprou um cubo de cera com 1m?
para fazer velas de trés tamanhos diferentes. De cada tamanho
pretende fazer oito velas. Quais sdo as dimensoes de cada vela?

EXPLORAGAO PREVIA DE ANTECIPACAO

Este problema pode ser resolvido a partir de tentativas com
valores varidveis para as dimensdes da vela. Como ha duas
dimensdes em jogo, é facilitador do ponto de vista da organizacdo
do raciocinio fixar uma das dimensées. Neste caso, optamos por
fazer todas as velas com o mesmo raio, fazendo variar a altura.
O manipulavel virtual do GeoGebra é utilizado para calcular o
volume de cada vela e os resultados sdo organizados numa tabela.
Fixamos a unidade de medida visto que este recurso nos d4 essa
possibilidade. Depois de vérias tentativas obtivemos uma boa
solucdo, aproximada por defeito, com a melhor aproximacio
que conseguimos (figura 1).
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Raio | Altura | Volume de cera de 1vela | Volume de cera de 8 velas
(dm) (dm) (dm3) (dm3)
2 2 25,12 200,96
2 3,5 43,96 351,68
2 4 50,24 401,92
Total 954,52
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Figura 1

Uma outra abordagem é partir da decomposicdo de 1m? em
trés porgdes distintas. Tendo em conta o recurso que estamos
a usar para calcular o volume, decidimos trabalhar com dm?
e optamos pelos valores: 100 dm?, 300 dm?® e 600 dm?. Apds
obter o volume correspondente para cada vela, optamos por
procurar obter, por tentativa, as dimensdes de uma vela que
tenha aproximadamente o volume pedido. A nossa intencio é
explorar o recurso manipuldvel de que dispomos. Organizamos
os nossos resultados na tabela (figura 2).

Volume de | Volume de Tentativa Verificagio
Sene | el Alura| Rao | Yolmede [0
100 12,5 1 2 12,56 100,48
300 37,5 2 2,5 39,25 314
600 75 2,5 3 70,65 565,2

Total 979,68

Esta abordagem é bem mais divertida. Ganha um sentido enorme
usar o manipuldvel e é muito mais significativa a abordagem
tentativa/erro visualmente. Estamos mesmo ali a ver a vela
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Figura 2
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em cada tentativa, aspeto que nos parece muito interessante
para discutir com os alunos. As tentativas tém que ser feitas
com cuidado. Os dois primeiros valores sdo aproximacoes por
excesso. O tltimo tinha que ser necessariamente por defeito.
Com esta abordagem conseguimos uma aproximagdo muito
mais favoravel. E seria possivel conseguir melhor?

CALCULO APROXIMADO OU CALCULO EXATO?

Apesar de ser ponto assente entre os alunos que a resolucio deste
problema estaria muito facilitada pela utilizagdo do manipulvel
virtual, as diferentes abordagens conduziram desde cedo alguns
alunos a ndo se limitarem aos valores rapidamente fornecidos de
forma imediata pelo manipuldvel e a recorrerem a maquina de
calcular. Num primeiro momento, a resolugio passou por testar
valores para o raio e para a altura do cilindro, de modo a verificar
se a soma do volume dos 3 grupos de velas se aproximava de Im3.

Perante a andlise dos valores do volume observados no
manipuldvel, o maior ou menor conforto em trabalhar com
determinada representacdo numérica, levou a uma tomada de
decisao relativamente a unidade de medida a usar: m3, dm?
ou cm?. Foi sobretudo esta decisdo que ditou o rumo dado as
diferentes estratégias apresentadas e conduziu a uma inquietagéo:
Pode sobrar cera? A resposta a este dilema, conduziu a dois
caminhos distintos: (i) gastar a totalidade da cera ou (ii) obter
um valor aproximado a 1 m®. Para ilustrar estes dois rumos
distintos, analisamos a resolu¢do de quatro alunos do 6.° ano.

GASTAR A TOTALIDADE DA CERA

Resolucao Al

Este aluno encontrou uma solucdo possivel recorrendo a
estratégia de decompor o total de cera em 3 porc¢oes. Usou
corretamente a relacdo entre as unidades de volume, mas nio
indicou as dimensdes de cada vela (figura 3).
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Resolucao A2

Este aluno recorre 4 mesma estratégia do anterior (figura 4).
Utiliza corretamente a equivaléncia das unidades de volume mas
tem uma pequena falha ao escrever “raio velas = 1dm?’}, pois
deveria ter escrito 1dm visto ser uma unidade linear. No entanto,
evidenciamos esta decisdo do aluno em fixar uma medida de
raio igual para todas as velas e optar pela unidade. E esta opgio
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que lhe permite usar a férmula do volume do cilindro de forma
inversa, isto é, partir do volume e obter a altura de cada vela
sem precisar de recorrer a raizes quadradas e com cdlculos mais
simples. Este aluno consegue uma solucio que otimiza o gasto
de cera, embora ndo seja critico relativamente a aproximacao
das medidas das alturas.

Nas vdrias etapas dos registos escritos deste aluno, é evidente
que, apesar de existir sentido de nimero e de serem usadas
corretamente, operagdes, procedimentos e relagbes matematicas,
faltou algum espirito critico. Esta resolucdo mobilizou
conhecimentos de decomposicdo e operagdes com numeros
decimais, equivaléncia e redugdo com unidades de volume,
dlgebra e arredondamentos. Porém, foi marcada por uma pura
manipulacdo matematica, pois o aluno nio teve sensibilidade
para detetar que, relativamente a altura das velas, a sua venda
seria mais complicada.
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Figura 4

OBTER UM VALOR APROXIMADO

Asresolugdes 3 e 4 evidenciam, numa fase inicial, a utilizagdo
do MV, bem como a necessidade de organizar a informacéo para
uma melhor anélise. De uma forma mais ou menos explicita, a
estratégia passa pela tentativa/erro, assumindo o raio e a altura
valores diversos.

Resolucio A3

Este aluno opta por usar a unidade linear centimetro para as
dimensodes da vela, embora ndo o explicite na resolugéo escrita
(figura 5). A sua abordagem parte das dimensoes de cada vela
para obter o volume. Nos calculos que apresenta regista uma 1.2
tentativa em que concluiu que obteve um valor muito distante
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do valor total e depois uma solu¢do com um valor bastante
préximo. No entanto, ndo explica como chegou a estes valores.
Tendo em conta a unidade que escolheu e os valores que usou,
conclui-se que ndo recorreu apenas ao manipulével virtual do
GeoGebra que estava acessivel. O aluno realizou os célculos,
que nio apresentou, embora tenha indicado que considerou
3,14 para valor de .

Figura 5

Resolucio A4

Este aluno comeca por explicitar a equivaléncia das unidades
de volume, convertendo 1m? em 1000dm?, (figura 6). Depois
fixa o valor do raio em 2dm e faz variar a altura (2, 3 e 4 dm).
Recorre ao manipulével virtual disponivel para obter os volumes
correspondentes e calcula a quantidade de cera gasta para 8
velas de cada tipo (904,32 dm?). Verifica entdo que a soma dos
volumes de cera gasta para todas as velas ndo atinge 1000 dm?
e que tem, por isso, ainda 11,96 dm? de cera para usar em cada
uma de 8 velas de um tipo. Decide entdo juntar esta quantidade
de cera ao volume da vela A, a mais pequena, e obtém um novo
valor para a altura da vela de 2 dm de raio, que é 2,95 dm. Para
obter este valor recorre a féormula do calculo do volume do
cilindro. Refaz os cilculos da soma dos trés volumes parciais
e chega a um valor total de 999,78 dm?. Este aluno fica muito
satisfeito com a excelente aproximacio que obteve e ndo chega
a observar que a vela A e a vela B tém uma diferenca de altura
minima, 0,05 dm. Tendo em conta o contexto do problema esta
diferenca é praticamente impercetivel.

ALGUMAS CONSIDERACOES

A resolugédo que destacamos é A4 porque o aluno ultrapassou
as limitacdes do manipulavel virtual que tinha disponivel.
Este aspeto parece-nos muito importante de evidenciar pois
é revelador da compreensao deste aluno sobre a férmula do
calculo do volume do cilindro e da sua capacidade de a utilizar
ja sem recorrer ao modelo visual. Embora esta seja a resolugéo
que destacamos, também nas resolucoes A2 e A3 se evidencia
que os alunos recorreram as férmulas de forma independente
do modelo visual. Fixamos esta consideragio como muito
significativa porque nos mostra que os alunos néo ficaram
agarrados ao manipuldvel virtual e avangaram na resolucio ja
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libertos desse recurso. Esta libertagdo é uma ideia fundamental
sobre a utilizagéo de recursos manipulaveis, tanto virtuais como
fisicos, que nos ajuda a ser criteriosos na selecdo ou conce¢io
de tarefas, bem como na associacdo de recursos para a sua
realizagdo.
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Figura 6

Apreciamos bastante a op¢do de decomposicdo do volume
total em trés partes, como foi feito nas resolugoes Al, A2 e
A4. Evidenciamos na resolugido A2 e A4 a fixagio do valor do
raio. Neste caso, destacamos especialmente na resolucio A2 a
decisdo do aluno de fixar esse valor em 1. Uma decisdo muito
valiosa do ponto de vista matematico. E esta decisio que nos
conduz a nossa consideracio deste problema como especial.

O problema esta concebido de forma aberta e indireta porque é
dado o volume de um cilindro e propdem-se que sejam obtidas
as suas dimensodes. Ha duas varidveis em jogo (4rea da base e
altura) e uma forma de abordar o problema passa pela fixacao
do valor de uma delas para analisar as consequéncias. Mas a
natureza da varidvel drea da base é diferente da natureza da
altura, pois aquela depende do raio e envolve o quadrado do
raio. Por isso, a opgao dos alunos de fixar o valor do raio nos
pareceu importante evidenciar. Naturalmente que um problema
deste tipo pode ser abordado de forma direta, tendo como ponto
de partida as dimensdes de cilindros e obtendo os volumes
respetivos, como foi op¢édo da resolugio A3.

Um aspecto também a evidenciar é a abertura do problema
relativamente as unidades de medida a usar e que ¢ facilitada
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pela forma independente como as unidades de medida estdao
consideradas no modelo virtual. Nas resolugdes ficou bem
patente a liberdade que os alunos vivenciaram relativamente
a este aspeto.

E bem possivel que nio tivéssemos proposto este problema aos
alunos deste nivel se ndo estivesse acessivel o manipuldvel virtual
que foi usado. O peso dos célculos na resolucéo ficou bastante
reduzido porque os alunos podiam usar o modelo visual também
para obter os resultados. Na nossa exploracio como professoras
apercebemo-nos que a exploracdo com o modelo visual, em
que a variacio das medidas tinha uma representacio imediata
do cilindro, era muito mais significativa e como referimos, até
divertida. Gostar de resolver problemas passa também pela
apreciacdo da vivéncia da resolugéo.

Discutimos bastante este problema porque gostamos de o
resolver e as resolucdes dos alunos sdo muito interessantes. Além

APROXIMAGOES A UTILIZAGAO DO GEOGEBRA NOS 1.° E 2.° CICLOS

disso, o sucesso da sua exploragdo com o recurso ao modelo
dindmico do sélido abre-nos a perspetiva de conceber mais
manipuldveis virtuais e formular outros problemas na mesma
linha de problemas abertos e de resolugio indireta. Deixamos em
aberto a exploracio deste problema para velas de todas as formas
e feitios: prismas que sejam paralelepipedos ou néo, pirdmides,
cones, e até esferas. O GeoGebra oferece-nos possibilidades de
modelos de velas para todos os gostos.

CRISTINA LOUREIRO
Escora SUPERIOR DE EDUCAGAO DE LisBOA

SANDRA Dias
EB 2,3 CoNDE DE OEIRAS
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APROXIMAGOES A UTILIZAGAO DO GEOGEBRA NOS 1.° E 2.° CICLOS

Representacdes dinamicas e interativas com o
GeoGebra — construir, ver, transformar, pen-

sar e discutir

CRISTINA LOUREIRO,HELENA MOREIRA, SONIA FERNANDES

A geometria lida com objetos que podem ter uma existéncia
fisica com os quais podemos interagir, e estuda também os
processos de interacdo com esses objetos. E decisivo ter
presente que os objetos fisicos, com existéncia palpdvel ou
desenhos, sio sempre representagdes dos objetos geométricos.
Esta carateristica especifica do conhecimento matematico
distingue-o de todas as outras formas de conhecimento,
conferindo a visualizagdo e a representagdo um papel essencial
na compreensio matemadtica.

(Caderno de Apontamentos de Geometria, EeM n.° 144, p. 16)

Recordamos este excerto de um artigo desta seccdo para
destacar a importincia de encararmos as representagoes
dos objetos geométricos precisamente como representacdes
que nos permitem aceder a esses objetos. Porém, sio bem
diversos tanto o modo como cada um de nés acede, como as
imagens que vai criando dos objetos geométricos. Por isso é
tdo importante discutir tarefas e ferramentas de representacio
desses objetos na aprendizagem. Para esta discussdo trazemos
um episédio ocorrido no 2.° ano de escolaridade, num percurso
de aprendizagem em que os alunos usaram o GeoGebra.

Os programas de geometria dindmica permitem fazer
construgdes geométricas ou explorar objetos geométricos
ja construidos numa grande diversidade de situacdes que
possibilitam interacdes de natureza diversa. Para analisar as
interacoes que eles proporcionam destacamos quatro das suas
componentes que usaremos como referencial de analise do
episodio (figura 1).

Reprasantaido da
akjielo
trifemerm e
r
Visualizacac dinamsca oo
el sl ermnad g
TR @ Gk N3l o
LY

ACEERD 3 Makk SO gue
Lina fEpr I;'HFIIWI: o
et

Wi pudsgia do
phjets represeniada

Figura 7

Estes quatro tipos de interagdes que agora destacamos ganham
grande impacto quando as encaramos através da sua apresentacéo
neste diagrama. Ndo ha qualquer ordem ou hierarquia entre
elas e o facto de estarem ligadas reforca as suas possibilidades.
Mas antes de passar ao episddio, caracterizamos um pouco
mais estas interacoes.

Focamos primeiro a representacio de objetos tridimensionais
num plano, o ecrd do computador. No GeoGebra, estas
representacdes podem ser obtidas a partir de ferramentas de
construgio muito simples e intuitivas e situam-se na folha 3D.
Esta folha 3D pode conviver no mesmo ecra com uma folha 2D,
permitindo assim o acesso, em simultaneo, a mais do que uma
representacdo do mesmo objeto matematico dindmico, uma
representacio tridimensional e representagdes bidimensionais.
Todas as representacoes, 3D e 2D, estio associadas entre si de
forma articulada, de maneira que a sua visualizagio dindmica
pode ser gerida pelo utilizador, como se o objeto tridimensional
fosse rodado a nossa frente para que o possamos ver de frente, de
lado ou de cima. Além das movimentag¢des que permitem alterar
a orientac¢do da visualizacdo, héd funcionalidades associadas &
manipulacdo que permitem agir sobre o objeto dinamico e
tornar visiveis, destacar ou esconder elementos do objeto, ou
até transformar esse objeto, esticando ou encolhendo alguns
dos seus elementos, por exemplo.

O episodio de sala de aula que escolhemos decorreu em
momentos de trabalho, com recurso ao GeoGebra, realizados
em coadjuvacgdo, professora titular de turma e professora
de apoio. As tarefas envolvidas foram planeadas pelas duas
professoras e ambas iniciaram a utilizagdo do GeoGebra com
os seus alunos no inicio do ano letivo 2020/21. Este episodio
tem uma carateristica notavel, pois os alunos chegaram a
conclusoes relevantes do ponto de vista matemadtico e que
ndo eram esperadas pelas professoras. Essa é a razao principal
porque decidimos apresentd-lo e discuti-lo. A descricdo do
episddio tem por base uma estrutura narrativa que contempla
os seguintes pontos: o contexto e a tarefa, as conclusoes das
criangas e algumas consideragdes das professoras. No final
apresentamos as nossas reflexdes sob a forma de discussio.
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O CONTEXTO E A TAREFA

Este trabalho enquadra-se no desenvolvimento dos tdépicos
Sélidos: Caracteristicas dos Sélidos e Figuras Planas: Poligonos,
referentes as Novas Aprendizagens Essenciais de 2.° ano de
Escolaridade.

Faz parte de um percurso em coconstrucio que iniciou no ano
letivo transato, onde os alunos tiveram a oportunidade de 1)
agrupar caixas que trouxeram, muito préximas dos sélidos
geométricos, definindo diferentes critérios de agrupamento;
2) descobrir caracteristicas dos poliedros e dos sélidos que ndo
sdo poliedros; 3) através da estratégia de “entrar dentro da caixa’,
descrever o que observavam, definindo as figuras que constituem
os poliedros; e 4) construir planificacdes de poliedros.

As aprendizagens promovidas anteriormente decorreram da
manipulacio de materiais fisicos ndo estruturados, em atividades
de natureza exploratdria, onde os alunos, em grupo: i) foram
desafiados a desenvolver uma tarefa; ii) a comunicar ao grupo
turma como pensaram; iii) a questionar e a serem questionados,
justificando as suas ideias; iv) a sistematizar o que aprenderam;
e v) a definir o trabalho a ser desenvolvido, de acordo com
dificuldades sentidas ou com inquietacdes que surgiram.

Este ano letivo retomamos o percurso, mas desta vez com
recurso ao GeoGebra para realizar atividades de natureza
exploratéria. Num primeiro momento, os alunos foram
convidados, a pares, a descobrir este ambiente de geometria
dindmica. Nesta exploracdo construiram diferentes figuras 3D
que partilharam e, ap6s discussio coletiva, foram convidados
a agrupd-las, segundo critérios que criaram. Um dos
agrupamentos encontrados foi o dos poliedros e dentro deste,
os subagrupamentos de prismas e de piramides. De seguida,
acordou-se em estudar as propriedades dos prismas, a partir
do preenchimento a pares de uma tabela como a da figura 2,
ainda ndo preenchida, mas que continha as representagoes de
alguns prismas.

No momento de interlocugéo coletiva referente a andlise das
respostas dos alunos (figura 2), aquando da descoberta das
propriedades dos prismas, surgiu a questdo “Por que razdo o
quadrado é retdngulo?”

[eree. i e gk ey | m sk e FiT = ".: il
, [ ] '3 Tridmgidn :"HL";.! TeRnguin
|
Eravis
& ix B quadexds  gaadrarg quadradn
- ol -
"
' [ 1z [ ] restbng b -L retinguin
- paiatdegipeda -
BB - | e | | e S e |

Figura 8

Desta forma, quando lhes foi pedido para assinalarem o que os
prismas da tabela tém em comum, um dos alunos referiu que
“em todos a face que existe em maior niimero é o retdngulo”

Loureiro, C, Moreira, H, & Fernandes, S. (2022). Representacdes dinémicas e inferativas com o GeoGebra — construir,
ver, transformar, pensar e discutir. EQucacdo e Matemdtica, 166, L4-46.
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Perante esta afirmacdo, outro aluno disse que ndo concordava,
porque no cubo s6 existiam quadrados. Nessa altura, o primeiro
mencionou que “o guadrado era retdngulo, porque se esticdssemos
conseguiamos obter o retdngulo’.

Estasideias e a controvérsia inesperada exigiram uma intervengéo
da professora. Para que o aluno pudesse demonstrar essa
transformacéo (o esticar), a professora deu-lhe um geoplano
e pediu-lhe para fazer o quadrado e posteriormente mostrar
como conseguia transformé-lo em retdngulo. Destacamos a
tentativa do aluno para fazer a transformacéo que a professora
pediu (figuras 3 e 4).
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Figura 10

Dadas as dificuldades sentidas para fazer a transformacéo do
quadrado em retangulo, o mesmo aluno sugeriu fazé-la nos
prismas construidos no GeoGebra (figuras 5, 6 e 7). Na figura
5 estdo representados os prismas iniciais e nas figuras 6 e 7 os
prismas sobre os quais, primeiro este aluno e depois também
os outros, fizeram as tentativas de transformacao.

bt 1 P

Figura 11 Figura 12

e P e

Figura 13

No GeoGebra, a0 mexerem em apenas um vértice, os alunos
conseguiram mostrar a transformacéo dos retangulos. Nessa
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altura, voltou-se a questionar sobre as razdes que justificam
considerar-se o quadrado como um retdngulo. Depois desta
discussio foi iniciada uma nova tarefa de exploracio, que nido
apresentamos porque nos focamos apenas na andlise deste
episodio.

AS CONCLUSOES DAS CRIANCAS E ALGUMAS
CONSIDERACOES DAS PROFESSORAS

Durante esta exploracio as criangas tiraram algumas conclusoes
que destacamos:

7

— O quadrado ¢ retangulo, porque se “esticarmos” o
quadrado ele transforma-se em retangulo.

— S6 conseguimos fazer esta transformacgdo no GeoGebra,
quando recorremos aos prismas.

— Os poligonos sio as faces dos poliedros.

Estas conclusdes foram inesperadas para nds, quer porque foi
a primeira experiéncia que realizamos sobre este assunto num
ambiente de geometria dindmica, quer pelas relacdes geométricas
envolvidas. Do nosso ponto de vista é importante evidenciar que
ao longo deste percurso de aprendizagem fomos confrontadas
com situacoes que ndo tinhamos antecipado, destacando-se:

— Apercecio de que o quadrado é um retangulo, recorrendo
as propriedades dos retdngulos para o justificar “se
esticarmos o quadrado ele transforma-se em retangulo”

— A representacdo dos retdngulos nos prismas, mesmo
quando estes foram isolados pela professora, quando
sugeriu ao aluno mostrar a transformacéo no geoplano.

— A evolugdo do pensamento dos alunos, ao percecionarem
propriedades geométricas, através da experiéncia de
manipulacio das representagdes no GeoGebra.

— A importincia da interlocu¢io na coconstrugido das
aprendizagens.

DISCUSSAO

Este episodio constituiu um momento marcante nas experiéncias
que temos realizado com recurso ao GeoGebra. Refletimos
bastante em conjunto sobre ele e analisamo-lo sob vérios pontos
de vista que apresentamos.

Ao longo deste percurso destaca-se o papel do professor em
lidar com as situagdes inesperadas, questionando e devolvendo,
permitindo a coconstru¢do das aprendizagens — “... se
esticdssemos conseguiamos obter o retdngulo”. Por outro lado,
neste papel evidencia-se ainda a aceitacdo de novas formas de
resolucdo propostas pelos alunos, mesmo quando a sugestao
da professora nido correspondia ao pensamento do aluno — a
professora isolou um quadrado do cubo, oferecendo ao aluno um
geoplano para demonstrar a sua ideia. Por outro lado, o aluno,
percecionando o objeto como um todo, solicitou 0 GeoGebra
para demonstrar a transformacao.

A compreensio do que se passou foi ficando para nés mais clara

quando encaramos com mais atencéo as representagdes que as
criangas passaram a ter acesso. Retomando o esquema inicial,
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que evidencia as potencialidades da interacdo num ambiente
de geometria dindmica, ao longo deste percurso, destacam-se:

— arepresentacdo 3D, em ambientes dindmicos (prismas
idealizados e representados pelos alunos);

— avisualizacdo de objetos dindmicos (prismas representados
pelos alunos e observados por eles de vérios pontos de
vista);

— a manipulacdo, que permitiu mexer e transformar os
objetos (neste caso o esticar da representaco);

— o desenvolvimento de representacoes,
que permitiu a perce¢do do objeto como um todo e a
associacdo aos seus elementos (o retingulo como elemento
do prisma, o quadrado como um tipo particular de face
retangular).

diferentes

Esta dltima ideia é especialmente significativa pois evidencia o
conceito de prisma como objeto composto e a intima relagdo
entre poligonos e poliedros, neste caso apenas prismas. Evidencia
também a compreensio inclusiva da classe dos prismas, de que
fazem parte os paralelepipedos e entre os quais o cubo é um
caso particular. Do ponto de vista geométrico, esta classificacdo
inclusiva é muitas vezes desconhecida ou mal compreendida
por alunos de niveis muito mais avangados.

Este percurso de aprendizagem permitiu a vivéncia de situagoes
que constituem desafios para a pratica pedagdgica, como i) o
acesso a representacdes de prismas nao comuns e em posigoes
pouco habituais; ii) a abordagem inclusiva da classificagdo de
retangulos e da classificagdo de prismas; iii) a manipulacéo de
representacdes dinidmicas (esticar, aumentar os elementos,
associar novos elementos); e iv) a oportunidade de agir sobre
os objetos geométricos, criar novos objetos e desenvolver o
conhecimento sobre esses objetos.

Como ja ficou apontado atrds, este percurso ndo terminou
com esta tarefa e este episddio. As conclusoes inesperadas
que resultaram desta exploracdo ndo podiam deixar de nos
desafiar para continuar. Agora, até com maior confianca,
pelas possibilidades que o GeoGebra nos estava a abrir e pela
curiosidade de descobrir até onde nos podem levar as criangas
quando deixamos a sua imaginagdo a trabalhar.
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Estruturas e Geometria Dinamica

CRISTINA LOUREIRO

Aideia de estrutura é intrinseca & matematica a nivel superior.
No entanto, quando pensamos sobre a matematica nos niveis
elementares esta ideia parece estar ausente e a utilizagio deste
termo é rara. Vale a pena pensar sobre o que estd inerente aos
varios niveis do conceito de estrutura na aprendizagem da
geometria.

Este texto é também uma oportunidade de uma reflexdo, ainda
a quente, sobre as consequéncias das alteracdes de fundo vividas
nas tltimas semanas nas praticas de uma unidade curricular de
Geometria na licenciatura em Educagio Bésica.

VER E MANIPULAR ESTRUTURAS

Quando olhamos para um quadrado recortado em cartolina,
para um retingulo de uma folha de papel ou para uma peca
compacta de pléstico que representa uma figura geométrica
plana, muito pouco ficamos a saber sobre a estrutura de cada
um destes objetos matematicos.

A afirmacdo de que para aprender geometria é indispensével
recorrer a materiais manipuldveis é universalmente aceite.
Ninguém se atreve a discordar. Ao longo dos anos muitos tipos de
materiais manipuldveis tém sido criados e colocados a disposicao
dos professores e educadores, ao servico da aprendizagem. E
frequente utilizarmos a designacéo de materiais estruturados,
porém, paramos pouco para pensar nas estruturas ou nos
elementos das estruturas que estdo subjacentes a concecido de
um determinado material didatico.

Um dos exemplos que considero mais interessante para ajudar a
refletir sobre a estrutura dos materiais é o dos polydrons (figura 1).
Quando surgiram em Portugal, no inicio dos anos noventa, eram
pecas de pldstico compactas, que representam poligonos. A sua
forma de encaixe, através dos lados dos poligonos, permite criar
estruturas de poliedros. Algum tempo depois, as pecas deixaram
de ser compactas e passaram a representar a estrutura dos lados
dos poligonos. Tudo o resto se manteve, a forma de encaixe e
as cores. Além disso, foram criadas novas formas, como por
exemplo outros tipos de tridngulos para além do equilétero.

Figural

Esta nova concecéo das pecas dos polydrons permitiu ver as
estruturas dos poliedros com destaque para os seus elementos
constituintes. As pecas compactas destacam as faces, as pecas
sem interior destacam as arestas dos poliedros. Uma diferenca
de grande impacto para estudar as relacdes entre os elementos
que compdem a estrutura e obter as propriedades dos objetos
geométricos representados.

A aprendizagem da geometria é feita de multiplas experiéncias
sobre os objetos geométricos representados por estruturas que
também tém de ser diversas. No entanto, pensar que uma crianca
fica a conhecer o quadrado porque manipula algumas pecas
quadradas como os blocos légicos ou tangran é um erro que
permanece em geracdes sucessivas de professores e educadores.

E com mdgoa que observo, ano apds ano, a presenca deste erro
no discurso e nas praticas de muitos professores e educadores.

A orientacdo de que a aprendizagem da geometria exige um
trabalho longo e sistemdtico sobre as estruturas geométricas
nos seus trés niveis continua a ndo vingar nas praticas
profissionais. As estruturagdes espacial, geométrica e logico-
formal, indispensaveis a aprendizagem da geometria, ndo se
constroem com meia ddzia de atividades de manipulagio
de materiais. Assim como algumas pinceladas dispersas nao
constituem uma composi¢io artistica. Nao basta ver e manipular
algumas estruturas de objetos geométricos, mesmo que sejam
diversas, em meia ddzia de tarefas separadas e espalhadas ao
longo da escolaridade.

CONSTRUIR ESTRUTURAS

O salto qualitativo sobre o conhecimento das estruturas é feito
quando temos que construir as préprias estruturas ou quando
usamos o conhecimento sobre as estruturas para construir
objetos geométricos. Penso que ha duas ideias decisivas a discutir
sobre a construgdo de estruturas, uma ligada a educacéo artistica
e a outra a utilizacdo da geometria dindmica.

Néo vou discutir agora a primeira sobre a qual se tém debrucado
alguns artigos desta secdo. Nesses artigos é reconhecido que
as forgas decisivas para a realizacdo destas construgdes foram
dadas pelo conhecimento das estruturas geométricas de objetos
geométricos bidimensionais e tridimensionais, em combinagao
com a componente artistica visual. Todas as experiéncias
relatadas foram realizadas por criangas com as suas educadoras.

Com criangas pequenas a criacdo destas estruturas geométricas
pode ser aliciante e desafiadora, mas para criangas um pouco
mais velhas temos a nossa disposi¢do o poder dos ambientes
dinadmicos. O valor destes ambientes para a aprendizagem
é incomparavelmente mais forte do que o dos materiais
manipuldveis. Ndo podemos mais ignorar este desafio,
formando professores e educadores para que passem a usar

Loureiro, C. (2020). Estruturas e Geometria Dindmica. Educagdo e Matemdtica, 156, 16-17.
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sistematicamente os ambientes de geometria com todo o seu
potencial.

Em 1999, o encontro designado por “Ensino da Geometria no
virar do milénio’, organizado pelo Departamento de Educagéo
da FCUL, marcou uma discussio alargada sobre esta tematica.
Vale a pena recordar as atas do encontro.

Num texto que escrevi entdo, com o titulo de Computadores no
Ensino da Geometria, usei vérias vezes as palavras vida e viva
para apontar as possibilidades dessas “ferramentas que foram
criadas para a velha geometria, mas que abriram possibilidades
ignoradas’, referindo que a geometria se pode transformar e
tornar viva (Loureiro, 1999).

Passaram mais de vinte anos sobre a escrita desse texto. Este ano
voltei a dar aulas na formacdo inicial de professores e educadores
e tenho muitos alunos que ji nasceram neste século, depois do
texto ter sido escrito. Embora ndo sejam todos meus alunos,
partilho com a Lina Brunheira as turmas da unidade curricular
de Geometria em que hd cerca de 120 alunos. As primeiras
aulas foram de choque. O desconhecimento e a resisténcia a
geometria dindmica eram enormes e, as vezes, assustadores.
Nao vou falar da vontade que tive de desistir, porque o que vale
a pena referir aqui foi o que aconteceu devido as medidas de
contingéncia, ao confinamento e ao ensino, que passou a ser
totalmente a distancia.

De um momento para o outro as condi¢des de trabalho alteraram-
se. Por um lado, passou a haver um total constrangimento
para a utilizacio em sala de aula de materiais concretos
manipuldveis e, por outro, todos os alunos tinham acesso a
utilizacdo da geometria dindmica, neste caso o Geogebra. Esta
situacéo favoreceu o recurso a geometria dindmica no plano e
prejudicou o desenvolvimento da geometria no espago associada
ao recurso a materiais manipulaveis. Este favorecimento permitiu
um investimento na concecéo de novas tarefas geométricas,
integradoras das aprendizagens que os alunos tinham feito até
entdo, nomeadamente, aprendizagens sobre propriedades das
figuras bidimensionais e sobre transformacoes geométricas.
O estudo sobre a simetria das figuras bidimensionais e o
desenvolvimento do raciocinio espacial foram amplamente
reforcados. As construgdes geométricas passaram a ser o foco
principal das tarefas.

Progressivamente, as aulas de grande grupo a distancia passaram
a ser dominadas pela geometria dindmica. Praticamente todos
os alunos passaram a trabalhar com este recurso e o entusiasmo
pela geometria aumentou muitissimo. O Geogebra 3D passou
também a ser um recurso indispensével. E nessa utilizacdo as
destrezas digitais dos alunos ultrapassaram as nossas. Varios
aspetos de conhecimento geométrico inerente a utilizagdo
das estruturas 3D ficaram por trabalhar, porém, a apropriacéo
da geometria dinimica vingou finalmente. Uma verdadeira
revolugéo.

Esta é uma apreciacdo ainda muito a quente e até, talvez,
empolada pelo entusiasmo do que conseguimos fazer juntos
nestas ultimas semanas. Porém, o que venho pensando ha
muito tempo sobre as estruturas geométricas, a sua relacdo
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com a utilizagdo de materiais manipuldveis e a sua relagio
com a geometria dindmica confirmou algumas das minhas
convicgOes sobre a aprendizagem da geometria e adquiriu
uma nova convicgdo muito forte relativamente a formacgéo de
professores e educadores.

Figura 2. Construgéo em Geogebra 3D

Foi preciso largar totalmente os materiais manipuléveis para que
a geometria dindmica ganhasse finalmente terreno. Formulo
por isso trés ideias, em jeito de conjeturas, em que fico a pensar.

— As tarefas de aprendizagem sdo organizadas de modo a
entrar a fundo na geometria dinamica, sendo este o principal
instrumento metodoldgico, e reduzindo o recurso a materiais
manipuldveis que sdo colocados sempre, mas sempre mesmo,
em ligacdo com a utilizagao digital.

— As tarefas de aprendizagem trazem para primeiro plano
o estudo das estruturas geométricas bidimensionais
e tridimensionais, assumidamente como tal, isto é, as
referéncias a estruturacoes devem fazem parte dos conceitos
a trabalhar.

— A avaliagdo contempla obrigatoriamente o recurso a
ambientes dindmicos ou a outras ferramentas digitais.

Para além de recordar o encontro sobre Ensino da Geometria
no virar do milénio, evoco também o desejo de que “no século
XXI a geometria seja uma fonte de situagoes ricas e luminosas
com um potencial excecional em prol de uma melhor apreciagdo
da matemética” (Graf & Hogdson,1998, p. 156). Ainda vamos
a tempo!
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Resolucdo de problemas, geometria dinamica e

dissecoes
CRISTINA LOUREIRO

Vale a pena revisitar com regularidade os escritos mais
significativos sobre a resolugio de problemas e associar ideias
apresentadas a resolucoes realizadas por alunos em situagoes
de aprendizagem.

Neste caso, o ponto de partida é um problema de geometria
proposto aos alunos de Geometria da Licenciatura em Educagio
Bésica na ESE de Lisboa. O problema era opcional, entre outros
problemas, e foi escolhido por seis alunas. Esta situacdo foi
proposta no fim de um trabalho muito intenso de resolugdo
de tarefas com recurso a geometria dindmica.

Quem gosta de resolver problemas de geometria ndo dispensa o
recurso a um ambiente de geometria dindmica para os resolver.
Implicitamente, um recurso desta natureza permite colocar em
acdo uma das estratégias de Polya para a resolucéo de problema.
Esta estratégia consiste em partir de um caso particular ou de
uma restri¢do e procurar construir a solucéo a partir de uma
resolucéo parcial.

O problema

Novos lengos de pescogo

Com 2 pequenos lengos iguais e quadrados pretende-se obter
um novo lengo quadrado.

O objetivo é aumentar o tamanho perdendo o minimo de tecido.
Isto é, so se pode perder tecido nas costuras que vdo ter que ser
feitas. Por isso, o niimero de cortes e o comprimento das costuras
a fazer tém que ser minimizados.

Qual é a melhor solugdo para obter um novo lengo?

E se os lengos tiverem tamanhos diferentes?

| S Y |
Este problema é um problema matemdtico muito conhecido,
no entanto, o seu contexto ¢ original e, a meu ver, revelou-se
como fundamental para a compreensédo do problema e para a
sua resolucdo.

RESOLUCOES DA 1° PARTE DO PROBLEMA

A primeira parte é de resolucio acessivel. Foram apresentadas
pelas seis alunas duas resolugdes distintas (figuras 1 e 2).

Recordando que uma disse¢do geométrica é um corte de uma
ou mais figuras geométricas em vdrias pecas que depois podem

ser rearranjadas para formar outra ou outras figuras, temos
aqui dois bons exemplos de disse¢coes geométricas. Em ambos
os casos a geometria dindmica permite verificar que ambas
sdo independentes das dimensoes dos quadrados iniciais. Além
disso, a geometria dindmica favorece a curiosidade de saber o
que acontece se os quadrados iniciais ndo forem iguais.
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RESOLUCOES PARTICULARES DA 2° PARTE DO PROBLEMA

Para a 2* parte seleciono trés das seis resolugdes distintas
realizadas pelas alunas. Uma delas foi construida com recurso
a uma decomposicdo do quadrado maior em 4 tridngulos
retangulos equilateros iguais. Esta solucdo foi obtida a partir
da exploracéo da situagdo com recurso ao geogebra. A solugdo
é particular e sé é possivel se o lado do quadrado maior for o
dobro do lado do quadrado menor (figura 3).

e i -

Figura 3

Outra solugéo particular recorre a decomposi¢io do quadrado
maior em 4 retangulos iguais. Esta solu¢do também é obtida
com recurso ao geogebra e sé funciona se o lado do quadrado
menor for 3/4 do lado do quadrado maior (figura 4).

R

Figura 4
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Umas das resolugdes obteve uma solugdo geral. Neste caso
a estratégia contempla uma ideia diferente que consiste em
colocar os dois quadrados iniciais justapostos e pensar os cortes
mantendo essa justaposicéo (figura 5).

Figura 5

Esta estratégia é perfeita e generalizavel para qualquer relagéo
entre os lados dos dois quadrados iniciais. Esta estratégia é
conhecida como dissecio de Paul Mahlo, sendo a sua referéncia
histérica de 1908 (Frederickson, 1997). Um outro aspeto muito
relevante a evidenciar é que a construgio dinimica desta solugéo
permite incluir a solugéo da 1* parte do problema como caso
limite (figura 6).

Figura 6

Estas trés resolugoes foram escolhidas porque nos ajudam a
discutir algumas ideias relevantes e é importante registar que
apenas esta tltima resolucdo apresenta uma solugéo geral.

ALGUMAS REFLEXOES

Nesta resolucdo de solucgdo generalizével destaco dois aspetos
presentes na descricdo apresentada pela aluna. Estes dois aspetos
sdo a utilizacdo das ferramentas da geometria dindmica e a
influéncia do contexto.

A utilizagdo das ferramentas da geometria dindmica percorre
toda a descricio em apontamentos do tipo: “apliquei uma
translacdo’, “apliquei uma rotacgdo” Ao longo da descricéo, a
aluna identifica corretamente os elementos fundamentais da
figura e usa uma linguagem formal, embora as vezes com falhas.

Seleciono um excerto um pouco mais longo.

“Por fim percebi que o pedaco que faltava para construir o
quadrado grande era o quadrilatero BJKE e portanto apliquei-
lhe uma rotagdo de 90 graus no sentido hordrio e depois
uma translacéo pelo vetor v obtendo assim a restante parte
da aresta que faltava”

Destaco este excerto porque nele também estd subjacente a
referéncia ao contexto do problema quando a aluna refere “o
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pedaco que faltava” Alids esta referéncia ao contexto estd presente
em vdrias afirmagdes que a aluna faz, como por exemplo:

“Podemos ligar estes tridngulos ao outro lenco através das
arestas.

“Assim foi possivel obter o quadrado maior KK'1K"2K’3,
que representa o lenco grande, apenas com 4 cortes num
dos lencos”

“Obtive assim o quadrado maior final ID’FK” apenas com
dois cortes no quadrado maior e um no mais pequeno.”

A prépria referéncia a “arestas’; errada na perspetiva geométrica
formal, pode ser influenciada pelo contexto pois a palavra
“arestas” faz parte da linguagem corrente e ndo estd totalmente
associada a situagoes tridimensionais.

Na anélise que fago, considero que a existéncia de um contexto
familiar, a costura dos lencos, foi facilitadora da resolugéo e
conjeturo que foi decisiva para que esta aluna obtivesse uma
solucdo perfeita. A ideia chave nesta resolugéo foi a justaposicdo
inicial dos dois quadrados originais. Na minha andlise, a ideia
de justapor os dois quadrados decorre do contexto de costura
do problema. A aluna revela essa compreensio ao combinar
sistematicamente a linguagem matemdtica formal com a
linguagem informal do contexto do problema.

Do ponto de vista matemético, nos problemas sobre dissecdes,
uma das estratégias poderosas de resolugéo consiste precisamente
na justaposicdo das figuras de partida.

E interessante destacar também que outras resolucdes
apresentadas, embora néo tido perfeitas como esta, também
referem o contexto, como por exemplo:

“Deste modo ¢é possivel concluir que esta forma pode ser
generalizada para todos os lencos de tamanhos diferentes,
estando sempre no centro o lenco de menores dimensdes e em
torno deste os quatro tridngulos isdsceles, correspondentes
ao lenco de maiores dimensdes.”

Esta solucdo diz respeito a uma outra resolu¢io em que a aluna
ndo respeita o conceito de disse¢do. Porém encontra uma solugéo
geral aceitavel na perspetiva do contexto do problema.

Esta breve discussdo pretende relacionar algumas ideias
relevantes sobre a resolugdo de problemas, a geometria dindmica
e as disse¢Oes geométricas. Nesta discussdo foram valorizados
o papel da geometria dindmica e do contexto do problema.
Porém, varios outros aspetos ficaram por discutir ligados as
possibilidades que este problema oferece para a formulagio
de novos problemas e para a reflexdo e aprendizagem sobre a
resolugdo de problemas na formacdo de futuros professores.
As resolucdes das alunas confirmam estas potencialidades e
deixam-nos vérias questdes em aberto.

Referéncias
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A avaliacdo para as aprendizagens
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CRISTINA LOUREIRO

Esta reflexio fem por base sete pesollwgfes de um problema de
gecmetria proposio na unidede curricular de Geometria da
Licenciatura em Educscio Bdssea na ESE de Lisboa, A vellewdo
v na continidade do caderno publicadis na revista snterion
"Resolugao de problemas, geometrta dindmbca ¢ dissegies’
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de problemas em geometria quando se associa a aprendizagem
Ak Fecil e A L ambeente de geometela dindmica,

Hi muitos problemas de geometra  interessanies, de
comMpreensis muito acessivel e para os quais a2 resolucio
dindmies permife aliter boas soluches '.|,|:I|'|::-!|:|r'r|i'|d:|h. Pardrm,
e mivites casos, 8 solocio geomeétrica completa & inacesival
il ikt difietl i conheciimento matemabico dog alumos,
cound & o coso do problema gue aqul se discute. Mestes casos, o
gqued decisive & defmirobietivos para 3 sua avaliagbo compativeis
con os conthechentos dos alunos e com as aprendizageas que
0 professor so propos Promovir,

Ma base desta ofientagio estio duas kfeias interligadas, Pos um
[2do, o5 bons problemas sie aqueles que desafiam os alunos e
quie o8 abraeny, conbrbuindo assim pars o deservolvimentos do
posto por resolver problemas. Mas, para que a sua resolucho
sejaefetivaments promotora de aprendizagens matemdticas, &
pecessario que o professor desenvolva estralégiss de feedBoct que
permitarm acs alunos progredir numa resolecio bem sucedida,
A auteria do problema em discwsso & de José Paolo Vina ¢
pstd incluide na publizacio em referéneia,

3 PROBLEMA

O novae Pargree Prbfice

ki predreprise puebifeo i cldadde estd quase provto e, com
o Meatwilal, foer de ser dncragurado antes des eleipdes. Falla
i decidiro trageds dos camirles imterinres,

O pargue lein a forma de unr quadnidiers irvggalar ABCL,
i .I.hl.'_‘l'.lll.l‘&ﬂ:.li' e ey P i Qo i il pang A avettiein
greincipal, conforme s wé na figara 1.

O anguitete paisagista pretende que se fapam gratn
erdimditie e elveialfo lI'-i_“.:!.l'a.n:h:.l'r.l g it ifiie, ;ic.l.l‘url'.':frln i
poride, se passe pelos oulres trés lados ¢ sevegresse ao powto
rle partida, tal como se mastre ne exergpin da fgreva, No
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€ode

ema nao

eubanto, o presidenie ol CRIRLRRG MUIROM o aRTuEebe i g
e @ Sodide IS SOmRERIC, 5 SO, AEelT o gl @
corrprisnento todal des cariidios € reron

Enr quie pasivdo devery estar os peilos 0 B e 8 pard gie
iz gronteca’

Figura |

BREVES IDELAS SORRE AS RESOLUCOES

As sete resoluges apresentadas pelas alunas s30 muwto racas ¢
ficam e agueom des expetativas da professora, Mo enlanto,
& possivel distinguir duas categorias.

Categoria A — Realizacio da construcio do quadrilitero
Okstensio de wma solucio particulas sem quaguer evidénci
de realizacio de experiéncias de variacio para obter a solugio
apresentada, nem de variacio do quadriliters base do problema.
Categoria B — Realizacio da construcio consistente do
quadrikitero, Exploracio das possikilidacdes dinfmicas obtendo
uma solugio aproximads. Tentatlvas para a compreensio da
solugin obtida, sendo as tentativas inconsistentes (BL) oy
comsistentes (B2

Mo categoria A sie incluidas cineo das resolugbes ¢ na Bapenas
duas. Mo caso destas duas resolugbes ¢ possive] distingulr 3
naturera da procura da compreensdo da solucio obtida, Mum
dos casos esta procurs & de neieres geométrica, embori as
tenkativas sejam inconsistemtes (B} A aluna sbtém uma selucio
através de uma construcio em que recorre 2 reflexdes definidas
pedos lados da feurs dada, & phuns aceita o valor obiido sem
apontar a necessidade de confirmar se ¢ on ndo efetivamente
o caminbo mels et Iﬁglll'.l .
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A R-R B

Figura 2

Mo oulro caso, o procursda compreensdo ¢ de potureza analithes
¢ corresponde 3 uma confirmacie ds solugho abtida por cutro
procesas matematicamente vilido (B2, £ comsistente do petito
de vista das capacidades de resclugio de problemas ¢ reveladora
do estabedecinwento de oomexoes popgue & alam aponia &
necessrdade de “corroborar” gue chegou a um valor minimo
¢oavanga nessa confirmacio, Recorvendo 3 folha algebrica
do Geozebra, a aluna obtém os intervalos de variagio das
abcissas ¢ das ordenadas dos 3 pontos (R, 5, O varidveis do
quadrilitero dado [figura 3 ¢ wsh os seletores para peglstar os
extremos dos intervalos que observou. Depois recorre ao Excel,
usande a firmula da distinda entre dois pontos num referencial
ortonormide ¢ construbmdowns Remalka para obter o pecimetro
do quadribiters variavel, Com base nas potencialidades do
Excel, & aluna obtem o valor minime da fngio. pecimetmn
que associon ao quadeibiters varidvel, Esta reselucio infegra
virios recursos tecnoldgicos e 8 ahordagem analitica dominou o
processn. Pordim, ndo foeiam procoeadas as relsgbes geomdrieas
para obter uma confirmacio ou validacio da situacio dfima
¥ que considerci consistente nesta reselugio foi o procura de

o i mm = e S eE

W g T
[ TR WA LT
-|-4' et il LA ,"._a'E"
B P i
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uri pustificacio para o solugdo otima ¢ wma operscionalizacio
correta de outras forramentas matemdticas.

Emibora hafa diferengas significativas entre as resolugies das duas
categorias, 45 resolugoes revelam fragilidades muite grandes,
Inclusive sobre as possibilidades do resolucio dindmica, @
evidenciam que, para estas alunas, o problema e desadequade.
Aldoy disso, pevedam também que seis destas alunas ndo
souberam avaliar as suas resolugies,

ALGUBAS REFLEXOES

Esto problema toi proposto 3s plonas no final da onidade
currtcular, numa situaglo de avallagde fnal extracrdindria
e de opgie individual A escolbha era fosta entre 3 problemas
tovos, 2 extensdes de problemas ji resolvidos em grupo e 4
tarefas exploratdrias, Cada estudante deverla escoller 2 tarefas,
independentemente da s natureza, 56 resporderam as alunas
que gueriam methorar a sua cassificacice. Confirmamos que
este probdem era demiasiada dificll, o entantoestas sete alinas
degihiram dedicar-se @ oste problema. Porém, nenhuma delas
conseguin chegar & solugdo completa e spenas uma obteve
ums solwio aproximada satisfatoria cocrente ¢ reveladora de
aprendizagens significativas sobre a resolugdo de problemas
CoOm recurso d geometria dindmica,

Clarumiesibe que sebe problema, bem comao o breve smndlise gue
apresente, evidenciam o interesse om continuar a desemvolver
a pesolugio. ste nio aconfecey devido ds condigbes. em que
este probloma feil proposio. Pederia por isso guardar as minhas
reflexdes, mas decidi avangar com alguma discussio. Para csta
discussio el associar alguns comentarios de apreclacio de
trés chas alunas que optaram por resolver oz problemas, Estas
oplnbbes foram recolhidas de forma Byre algum Empo depols
dn unidade cornewlar estar totalmente terminada.

e

Flgura 3
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Esta discuesdo & onenstads por tris ideiast o feedback, a
diferenciscio, & resolucio de problemas na formacho inicial
de professores.

Mo que respeita ao feedbeck do professor, claramente que
eebe problema aponta para & pecessidade de wm diibogo com
o professor na rescelucdo. As fragilidades das resolugtes que
reEES alunas APFeSENEArAn OSTEAmm U efs necesshria wim:a
infervencio do professor pars elas desepvolverem a resolugio,
Uma das alunas cuja epinio foi recolhida afirma que “realizar
agrieles profiennas fod viclante, eu estive all hores ne fentativa
erra, Um feediveck do protessor poderia ter orientsdo esta
aluna para um caminho de secesso. B oreconbecido que os
amblentes de geometria dindmics apontam para a exploracio
da situacio, valorbands estratégias de tentativa-ervo, no entanto,
hih fentativas que poderiio ser produfivas @ ouiras que nio o gho.
M caser deste problema, poderia ser sugerido, por exemplo,
experimentar com wim guadrilitero mais Gyvoraved, isto & com
algurmia simyetria, ou com una figura maks simges, um triingelo,
Crtra supestio poderia ser pecocdar algum problema j& resolvido
gue fosse sssockivel 2 este. Ha ainda outras idelas poderosas,
COMO ¢ 0 caso do recurss i asspcagio de vinos quadnliteros
iguaks numa pevimentacio do plang @ ao trgar o percurso
ideal @ partir dessa pavimentagao.

A aprendizagem da resolucio de problemas com reciirso
aos ambienies de pesmettia dindmica {AGD) deve prever a
sprendizagem destas estratégias de modo que o proprio aluno
deserrvalva a sua capacidade de autosvaliagio da esteaténia que
psbd a soguir na resofucio de wm problema.

O outeo gepeto gue evidenclo tem a ver com o diferenciagcio,
Ho dmbito da fsrmacio de futurms profesoes @ educadores,
problemas coma este, resolvidos com recurso o um AGD,
pecmitem desafiar um aluno a testar as suas capacidades ¢ a
desenvolver a s capacidade de avalinr o sen préprio trabalho,
“En I tovtox. E tented wer o geee cossemad fener deles 8 partiea Cu
farmbdery tewbel o ido pargie, A resolgio gice e et q Sener wado
cband a fasor seitide ¢ mle esbavd o dlar wim fesallade gue o
rackiasye passivedl, Pazsed para o dos fempos. £ fai fazeandn”
“Ler & puidn, F areaaricto N et g, e e fezer o5 profdesmns
frorigree food bt grie esbivernios @ tabyelivor ias gl £ o guorla
agard desafir-mie ozinfia, ser o g PRT TEE COMID ST
Vo revodier o8 trés (robdepeasl E agueles gue eu Sver iy d
certesd munnds i professoral Dois deles oy cstana mais cerka, o
e formign ¢ o dos leapos. O de pargue ex mia estaws ido certa,
s resolvs enviar favnbim
“Ere eomeced @ ver s a5 probleonas e lngn @ penssr comn £ gue vl
fazer, Nio case de pengue romecer lnga a perceber mais ou menns.”
Estas apreciagies sdo indicadoras do interesse das alunas pela
resolucio de problemas ¢ do gosto pedo desafio insrente o oasa
resoluio. Mo primeiro caso, 3 aluna opta por resolver afé 2o
fim dosis dos tris problemas. Mo sepundi caso, 3 aluna identifica
as Fragilidades na s resolglio deste probdema do pargue, mas
decide apresentar a rosolucio 3 professora, No teroeiro caso, 3
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aluna epta por se dedicar & resolugio do problema do pargue
e levar 3 reselducho 2o miximo dos seus conthecimentos, Tris
reaghes levemente distintas, todas revedadoris da fragilidade
destas shunas svallacem a sus resoduclio geemdtolea ¢ explictarem
eom fundamente matemidtico as suas dificuldades. Um feedirck
do professor teria certamente ajudado,

For wm lado, 08 recursos gue temos oje em dia permitem
encarar a resologko de problemas de uma manelsm muito mals
rica. Podemios organizar bons bancos de problemas a que os
alunos scedam & dos quais sedeclonem problemmas por inferesss,
Esta possibilidade tem em conta a heterogeneidade dos alunos
¢ permite que cada um desenhe algumas componentes do
s percurso. As minhas expedéneias recenies com futiros
educadores ¢ professores confirmam o potencial desta opein
o necesidade de encararmes a pessibilidade de os estudantes
desenbarem percursos fexiveds com algumas difiesrencas. Esta
reflexdo & um peguens comtributo nesse sentido, naturalments
extesesivel também a nivels de ensino mais dementanes,

Por altimo, guesevalorizar o papel da reselugio de problemias na
formagio iniclal de professores e de educadores, Este problema
& muilte dificil ¢ nds sablamos sse quande o infegrimos no
conjunta de tarcfas que apresentimes aos alunos, Decidimes
arriscar porgue a capackdade de escolha estava tambéam em
inge & & grande diversidade das capacidades dos alonos era
reconhecida por nos. Algurmas das alunas que esoolberam este
problema nde oplaram pelas tarefas nmads Beels, mas shn pelas
s desafiantes, E ks também deve ser valorizado,

Como formadores de professores e edocadores cabe-nos
desenvolver o gosto por uma formagio matemitica ao longo
da vida. E por (sso que desafio os leitores para a resolugio
geométrica completa do problema do Parque Pablico, com a
prormessa de que farel essa discussdo no proxims cadernde de
apontamentos e com wma referénck que aponta para que nan
parcmos de resabver problemas.
Diesepvolver ¢ wogtentar o pendamento  matemition & um
prncissds contin para gualquer win qoe seja professor, alimn ou
biwestigador E porisso qoe & tio lmpoertante oontinuar a praticar
(em ambos os sentidos) esee of icio, essn arle, ess alengao, par
s sensibilizar parn o experiincia dos outros (alunes, oolegas) e
Para enrigueler 0 503 Proprice ser mabemation akraves dogu s
observa e do quee se atende, (Mison, 2020)
Estas trés ideias que apontei influenciam o modo como
encaramos a avaliagdo da resolugio de problemas e como nos
prépiries e intecipar 55 resolugies dos nissos aliios nas
tarefas matematicas que selecionamos e que thes propomos.,

Heferéncias
Ilasoan, | {20200 Gmu.':aﬂtlg’i'i-ﬁlrﬂlwluh Wlatlsematicel Tasks in Ooder

to Sustain amd Develop Mathematical Thinking, Suetainabilisy
2020, 12, 5727 doiln 33N sul 2145727,

Viama, | P {20030, Uma wiaa sesr problemas. Edicie Chebe do Auror,
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O novo Parque Publico — uma resolucao
com recurso a geometria dinamica

CRISTINA LOUREIRO

Este toxte cumpre s promessa de apresentar uma resolugio
dor problema O move Pangiee Piblics, Recordo o problema, da
antoria do José Paubo Vians, apresentade na publicogio em
releréncia o fimal e onde pode ser encontrada wma resolugho
s N Fecorre i geometria dinamica,

[ TR ] H’in]lr.lr" Baghilien

O rawer g poilallico ol cldads estd qeise provilo e, coma
€ huabitieal, temn de ser inaugrovads anies das eleicoes, Falta
5o dlecidir o tracade dof OOz IRterores,

0 parine teni a forma de wee quadritdters rregular ABCT
cow i prortdn deacesso P no lado gue dd para a avenida
principal conforsme se vé pa figua 1

O arquileto paisagisia pretemde que se fipam guairoe
crermirhos g (u'n,:r.ré!u_fn:.im.'.ﬂ-l.l e meovln g, .||_.'|'|:I"|'J'.ll.|'l'|'1 el
partidn, S pasie pelos ol Ieds i ¢ Se regresse G ponte
de partida, fal como 22 mosing no exerrplo da feea. No
erdfviviboy o prestelinde o cemiard avison o dargileln de gue
feT 3 soligdn Py enmhii, oo Sejvl, fguield e Qe o
cowrprimento totald dos caminhos § wmenor

Ermr que posipdo divenn eitar of powtas Q, B e 5 para que
fasan m'.q:.lr:r'pﬂ'?

(2]

A B B

Fapura 1

EREVES |IDEIAS PARA INICIAR A RESOLLICAD

Anibes de svancar comm o resolugio nam ambienie de geometris
dimdeicn £ impodtante comecar a procurar estraldgias de
raciocinio que garantam que se obteve a solugio dtima.
bem como pensar como se poderdo i@ progressivamente
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desenvolvendo aprendizagens que favomegam essas ostratégias,
Mas resolugies de naturezs dindmica emos x possibilidade
de simular a situagio ¢ obter boas aproximacies da resolugio
dirma, Meste caso o percurso PORS (figura 7). A dificuldade
et em fazer umn construgio que confirme se esta & ou nie
i saligio atima.

Figura 2

U feleid chave & o de que um problema de ofimizagio
penmiétrica como este recorre 3 obtencio do caminbho mais ourio
entre dois pontos, a linha reta. Neste caso 6 dado um dos pontos,
o-de partida I e o ponto de chegads terd que ser coincidente
oo este e terd que ser também o fim do percurso, Por isso uma
b estratégia serd trabathar com edpiss do quadribiters gue
contextualizn o problems, o referido pargue publico, Estas copias
deverao estar devidamente relacionadas para queao manipuelar
a5 varidveds se peroeba que foi obtida 2 solugio dtima. O recurs
i Ui peflesdes sioessivas permile obber guatro gquadriBiieres
CoErenies gue vio permitl comparar distineias de percurses
ifigura 3, As reflexoes sio definidas o partie de cada um dos
s s do quaad rliatero quee nio contém o poato P Primeinoa
reflexiio definida por D, depois a reflexdo definida pela imagem
de AB na rellexio anterior, e, inalmente, a reflexio definida
pela imagem da imagem de BC. Opta-se por nde referenciar
o pomdes com letras para ndo carregar visualmente a figura,

oY




ﬁ CADERNO DE APONTAMENTOS DE GEOMETRIA

GEOMETRIA NA LICENCIATURA EM EDUCAGAO BASICA

Figmra +

A BOA SOLUCAD

4 camveieshins P cwetn & a s de qu;lrr'u.wg::‘u'nll.m. [EREIRE 1]
cada quadrilitero da figura, que cormespondem tambsém 4s
reflexies do caminho PORS considerado experimentalmente
cotrd wing boa aproximecio. Neste caso vi-se miilio bem gue
o6 guatro segmentos ndo estdo e linha rets. Por bsso & s0a
soma, FORST nao éa menor possivel (figura 41,

Tragamos assim o segmentn PP (figura 5), fazendo depois as
reflexdies por ordem inversa para obter o percurss PVXE no
quadrikiters originel (Bgura 6} Este ¢ garantidamente o perourso
maks curto e que permite obéer o solucio mais econdmica comn
desafia o contexto do probilema

Figura b

Este problema ¢ dificil. Porém, 0 saa resolugdo dindmica torna
pressive], atravis de um rocioving espacial, 3 demonstragio
der e fol obtide o cominho mads curte, Além disse, verifica
s por varkacio simples que a estratéglas para obder o caminhe
mals curto & independente da fiem indcial de quadrilatens,

OUTROS FROBLEMAS ASSOCIADDS
Hi outros problemas maks scessivels que poderm ser ssseclados

a este, Porexempho, considerar o pargueem forma de tiinguale
eR e fiarrm de wm epuacriliero particular, wm retng ube od wn

Figura 4
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losange. Chutros problemas associavels contemplam sifusgies
distintas, mas continug presente a estrabégia do eaminho mais
curto e linha reta. Eum bom exemplo o problema gue delxamos
paara resolver, Este probiesma & bastante conhecklo e multas vezes
apresentado com um contexto gue &6 seatido 4 necessidade
e obter o caminho mais curto, Neste case apreseniamos o
problema sem qualquer contexto insplrador:

Cuad é o perciirse naais curto entre os porios A ¢ B, sebendo gue
este percnrso femn obvipaiovinmenie de passar por im pomio da
reta b (fgnra 7,

R

Figara 7
Mota Final

Esta secclio da revista Faducapde & Matepdtica tem sido
uma oportunidsde de partilhs de textos de natureza muito
diversa, porém sempre focados no ensine e na aprendizagem
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da geometri. Os 43 fextos i apresentados b percorido
temiabicas diversas que vio desde a resolugio de problemas 3
apresentogio de dodes dispersos resultantes de experidncias
de sala de aula, passando pela reflexio de defas teddcas ou
decorrentes de cxperiéncias de foemagdo inictal o continus, O
dackos partilhados tém tdo seaipre a sua orlgem e expeniénclis
reakizedas nos primwelros anosou na formagio de professoses para
s Nidvels elementares. Mo entasbo, virias s tarefas explorator s
e dos proddemas discurides podem ser trabalbados em niveis
e aprendizagem maks avangados, Esta tho grande diversidade
tesih Pk como objetivo damlgar ¢ discutie ideias solywe o ensinge
da grometria.

Uk prosiimias et os conbemplario episddios de wma expersneia
lomga de ensine da geometrix, no 12 ano de escolardade, em que
o prineipal recursn de trabalhood o Geogebea. Esta experidneta
nbedou-ge e detembeo de M0 e e docorrer todo este ano
betivir @ cerfamente nos anos seguintes. Serd assdm divalgada
i espicke de reportagem deste trabalbo,

Rrferéncias bibliogrificas
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A ver estrelas — contributos para desenvolver o
Pensamento Computacional

CRISTINA LOUREIRO

Este texto tem como objetivo apresentar algumas reflexdes
sobre o potencial de uma tarefa de geometria dindmica para
o desenvolvimento do pensamento computacional. A tarefa
que serve de base a esta reflexdo foi proposta a alunos da
licenciatura em Educagéo Basica. No entanto, os conhecimentos
de geometria que a tarefa envolve estdo ao nivel do 2.° ou 3.°
ciclos do Ensino Bésico. A reflexdo que se apresenta tem como
ponto de partida cinco processos de resolucdo elaborados por
varios alunos.

A TAREFA “A VER ESTRELAS”

1. As duas estrelas da figura pertencem a mesma familia de
estrelas. Constroi a estrela da direita (12 pontas) recorrendo
a dois processos distintos. Descreve sumariamente cada um
dos processos de construgio usados.

2. Usa cada um dos processos anteriores para construir a estrela
de 10 pontas.

3. Constroéi outra estrela desta familia com maior ndmero de
vértices, usando cada um dos dois processos de construcio
apresentados nas alineas anteriores.

4. Generaliza cada um dos processos de construcéo utilizados, ou
seja, explica como constroéis uma estrela de n pontas usando
cada um dos dois processos.

PROCESSOS DE RESOLUCAO APRESENTADOS PELOS ALUNOS

Esta tarefa foi realizada a pares, em duas turmas da unidade
curricular de Geometria, com recurso obrigatdrio ao GeoGebra.
As trinta resolucdes apresentadas pelos alunos contemplaram
vérios processos distintos e eram, na maior parte dos casos,
de natureza muito descritiva, pouco sintéticas e com muitas
falhas linguisticas. Além disso, muitas dessas resolugdes
apresentavam também algumas falhas de utilizagdo de termos
e conceitos geométricos. Para este texto foram selecionados os
cinco processos mais comuns, relativos apenas a generalizagéo,
que ndo apresentavam falhas de raciocinio matematico. As
transcri¢coes dos quatro primeiros processos foram levemente
melhoradas do ponto de vista linguistico, sem alterar nenhum
aspecto da estrutura e do raciocinio descrito pelos alunos. No
quinto processo a transcricéo foi objeto de algumas adaptacdes
para ficar clara e operacional, procurando-se ndo comprometer
aracionalidade do processo apresentado pelas alunas. As figuras
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ilustrativas de cada processo sdo apenas de um exemplar de
estrelas, correspondente a um nimero particular de pontas.

Processo 1 — Construcio através da rotaciao de um poligono
(figura 1)

Para construir uma estrela com n pontas, comega por se COnstruir
um poligono regular com n/2 lados. Depois, realiza-se uma

rotagdo com centro no centro do poligono inicial e amplitude
360%n.

Processo 2 — Construgio através da unido de vértices nao
adjacentes (figura 2)

Construgdo do poligono regular com n lados com o auxilio do
GeoGebra.

Ligar com retas dois vértices desse mesmo poligono, vértices que
ndo sejam adjacentes e com um vértice de intervalo.

Processo 3 — “Prolongamento dos lados com intersecao de
duas em duas” (figura 3)

De forma a obter uma estrela com n pontas, pode construir-se um
poligono regular com n lados. O proximo passo é tragar retas que
contenham cada um dos lados do poligono inicial. De seguida,
deve construir-se um poligono com n/2 lados cujo vértices sdo
as intersegoes de lados intercalados, duas a duas. Depois, tem
de se repetir este uiltimo processo para as restantes intersegoes.

Processo 4 — Construcio de dois poligonos inscritos na
mesma circunferéncia (figura 4)

De forma a obter uma estrela com n pontas, pode construir-se um
poligono regular com n/2 lados e obter o seu centro. O préximo
passo € tragar a circunferéncia circunscrita ao poligono. De
seguida, devem construir-se os pontos médios dos lados do
poligono inicial e tragar as semirretas com origem no centro do
poligono e passando por cada um destes pontos. Por fim, obtém-se
o0s pontos de intersegdo entre estas semirretas e a circunferéncia,
estes pontos sdo os vértices do segundo poligono. Desta forma,
obtém-se dois poligonos regulares que formam uma estrela em
que o niimero de pontas é o dobro do niimero de vértices do
poligono original.

Processo 5 — “Construcio com base na construcio, reflexiao
e rotacio de tridngulos” (figura 5)

Este processo tem por base a construgdo, reflexdo e rotagdo de

tridngulos.

1. Identificagdo do tridngulo isdsceles gerador de um poligono
regular. Um dos dngulos deste tridngulo tem por amplitude
360°/n, em que n é o nimero de lados do poligono. Os
outros dois dngulos sdo iguais e a sua medida é metade da
amplitude do dngulo interno do poligono.
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2. Construgdo deste tridngulo. OLHAR, VER, CONSTRUIR E GENERALIZAR

3. Obtengdo do poligono regular por reflexdes sucessivas do  Esta tarefa, de natureza exploratéria, foi elaborada com dois
triangulo original. As reflexdes tém como eixo um dos lados objetivos: um de aplicacdo de conhecimentos sobre poligonos
iguais do tridngulo isdsceles original e, depois, sucessivamente  regulares e sobre transformacées geométricas, e o outro
um dos lados iguais de cada uma dos novos tridngulos obtidos  4e comunicacdo de raciocinio matematico. As resolucoes
por reflexdo. O niimero de reflexdes é igual ao niimero de  ypresentadas mostram aspetos interessantes da aplicagio
lados do poligono pretendido menos 1, isto é, (n-1). dos conhecimentos geométricos previstos. No que respeita a

4. De seguida, fazemos uma rotagdo com metade da amplitude  ,preza exploratéria, surgiram algumas construgdes restritas
do angulo ao centro do primeiro triangulo construido. que permitiam apenas obter estrelas com ntimeros particulares

5. Para finalizar, repetimos o processo de reflexdo usado ge pontas e, também, algumas construgdes erradas. Quanto
no primeiro poligono e ficaremos, entdo, com a estrela 3 comunicacio escrita, evidenciaram-se fragilidades muito
pretendida com n lados. significativas. Para além dos aspetos descritivos, muitas vezes

5 repetitivos e com indica¢des a mais, e de discursos com falhas

fi 5 B
A 7y . .
P, £\ / b na sua estrutura, vale a pena referir que houve casos em que os
F, N i Y k . ~ . ~
: / N o \ £ iy + alunosrealizaram todas as construgoes pedidas, mas ndo foram
‘ X ¥ G - o
: N / Y 7a / capazes de obter uma generalizacdo ou fizeram generalizagoes
; LY F bt i

: \ N/ \/ incompletas.

———

No entanto, as resolucdes apresentadas evidenciam aspetos
Figura 1 muito significativos ligados ao desenvolvimento da capacidade de
pensamento computacional. Destacam-se trés: i) a identificagdo

- Ay - de padroes que permitiu a todos os alunos obter pelo menos um

i 1-;_ " processo de construcio para algumas estrelas da familia; ii) o

27

4 b, %*.C"‘tl"-- papel da decomposicdo da construgdo em vdrias fases, patente no
/ \ N 7 faseamento orientado que proporcionou o sucesso de construgdo
1 o (// ncatil b de uma estrela com maior nimero de pontas, mesmo quando

\ | “ ¥ Al N os alunos ndo conseguiram formular uma generalizacdo; iii) a
i - ;ﬂ,f natureza do problema de construcéo, prépria da obtencio de
S \;*l‘v( -3 processos com carateristicas algoritmicas e que estdo muito
’ ) bem expressos nas descri¢des apresentadas.

Figura 2 Sobre a orientacdo do protocolo desta tarefa, hd também dois
aspetos a destacar de especial interesse para o pensamento
computacional: a abertura da tarefa e a sequéncia orientada
das questdes que constituem o protocolo. A abertura, patente
na existéncia de varias possibilidades de construgéo e no pedido
_ explicito de duas delas, é facilitadora de discusséo dos processos,

4 e F no sentido da compreensio da eficicia e da eficiéncia de cada
: ) um deles. Estas carateristicas dos processos de construcio sio

Figura 3 fundamentais num tipo de raciocinio em que a depuracio é

Figura 5
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uma componente a destacar. Nédo basta ser capaz de descrever
processos de construcgio de estrelas desta familia, é interessante
comparar processos, identificar critérios de eficicia e de
eficiéncia, escolher os que sio realmente eficazes e quais sdo
mais eficientes, melhorar os processos obtidos e a sua descri¢io.
Além disso, é inerente ao pensamento computacional conseguir
o processo mais direto, completo, sem floreados ou indicagoes
desnecessdrias.

Ainda no que respeita & orientacdo da tarefa, evidencia-se a
estrutura de decomposicdo do problema em que se parte da
experimentacio de casos particulares para a generalizagio,
permitindo o desenvolvimento progressivo da abstracdo. Esta
estrutura experimental é ainda mais poderosa devido a utilizagdo
do GeoGebra. O recurso ficil a ferramentas de construgio
(poligono regular, reflexdo, rotacéo) e a sua natureza dindmica
sdo possibilidades incomparavelmente mais poderosas que o
recurso a régua e compasso. No decorrer da exploragio, os
alunos foram fazendo experiéncias com valores varidveis para o
ndmero de pontas das estrelas e testando a eficicia da construgao
obtida.

Na breve reflexdo que aqui se apresenta estd ausente a fase de
comparagio dos processos, da procura de formulagcdes com
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orientacdo algoritmica, da sua melhoria e depuragdo. Falta
porque ndo entramos nessa fase, mas parece-me que ficou
claro que os processos apresentados tinham ainda muitas
possibilidades de exploracéo didatica. Como ficou explicito atras
e se depreende desta andlise, o desenvolvimento do pensamento
computacional ndo era um dos objetivos da realizacdo desta
tarefa. Nesta reflexdo procurdmos, apenas, analisar uma tarefa
de geometria com o objetivo de identificar potencialidades para
o desenvolvimento do pensamento computacional.

Existem muitas tarefas, amplamente divulgadas e que ja sdo
habitualmente utilizadas pelos professores, que podem ser
facilmente adaptadas e melhoradas para promover também o
desenvolvimento da capacidade de pensamento computacional.
O que precisamos é de encard-las com essa nova intengdo
explicita. E, assim, perspetivar como, para além dos objetivos
que ja lhes s@o inerentes, também podem ser promotoras do
desenvolvimento do pensamento computacional. A resolugio
de problemas de construcdo com recurso a geometria dindmica
constitui um ambiente muito fértil para realizar tarefas dessa
natureza desde o 1.° ciclo do ensino basico. H4 muitas estrelas
no firmamento para nos iluminar o caminho. Vale a pena ver
estrelas ...
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Metas Curriculares - Que sentido

CRISTINA LOUREIRO

Oe quantas manrewras fierentes

- pargegues datrar wm quadrada (oo retinguila, tridngulo
pouildtern. pentagono reguiar, et ] de modoque as duas
partes obbidas pomssrm o sobirepastas e camcodam
totabmente? Que nowit forma geommetrico se ohtém quandg i
sabrepostas?

- podes fazer urm corke a direda num folha de pape relangulan
de mada cue as duat partes resulbantes posam ser
novamente jLslapasias pars formar um Eidagule?

Exlan duas situaciss simpales a|udam a justifles a parquiéde
erinar gearmetiia. E 14l fancoidar gue eetes dois problema
podirm so desafiantes ern qualijuar rivel pscoiar. Para resolvi-
lirt, i =lio nRCestirios canhecirmenios proviog, hadta acuibar
o degafio prapostn. Bara msn b prectsa despmaatesr o hialio da
perdar orm desafing @ o carstruinda hihtes de pordamarto gue
Audam a min desmoralizar perante o desallos @ que Sejam oo
priprics satimulos para peasar Mnguem aprande o ealrentar
de=afins we i rusiradn sempep fue se depara com algum
adm chasn quardode tem gosto e Qevrsar procuram-52 Nones
Sifuaries para el

Estan duad Sihuaies poclem das Rguras g do seu
corhecimento glabal Sugeram g experiBrdd. 4 phaaracio
dod resultades ea procura denvariantes. B ormulag i «ie
Quates rranssgs dfererlese apa 4 netpssidade oo prova A
respludn 0a cads v dod proflemes pods, assim, 587 mas o
meEngs gxigaite tarlarme o roel de dasemealiimento dos aurds
Ho 1. cclo podemos fcer-ros pir destabein yilads mansiras
diferentes, mas nurm nived mais aeancada B pademas gl
Wi a0 qua nis gReants gue descobimes fodes e pos
1550 que termos 4 garanka de sabsr pxpclamentz guantas slo
0 sentido does prodlemas apreseptados estd na lacilidede de 0%
enfenier @ Ser CApa2 de avanpar alguma Cisd na sud resslucio
nb desafio de destabicir maneras diferenles de ablar resyltsdos
andopes ng estranhess das sitiacies que leva & necessidade de
gxpefimentar Com autias figurds @ pristursr Compieendel pos fue
razio eslas tolsas acantedam, naconfiance no racocinio ardarig,
nigpengente de formalismos desneiessirins

Estas situachzs, pira além da sua simpfiddads e
acesaibilidads sdo patencialmente muitn rices porgue permitem
sstabelerer unexies ird=ressantes g porges =i bom veoulos
para desenvolvier habitos de persarmento. Duas boes razies que
Golderbem. Cuoco mMark 1993) defendemn comp as fundamentas
para 2nsinar geometria Estas autores destecam o cardcler

aspeciel da genmetra come =ierritdrin inteieciual=, € esia
ENQTESSA0 QUE wsanm, para realizar experéncias desenvalver
racinCinios com wvna forte tomparente wsual, procuras
invariantes 8 wsar varas formes de reciocinio para egandic
ArQumeEntos monstrutivis

Tste tipo de prientagio presupie uma abordagem hodstica
que parta das situacies £ umi orentagsa pars os prodlemas
quedd sertide 4 geametmia Mo @ 2558 & orientapdn da Metas
Curricuiares. E=tas estan construldas numa ingos totalmante
atomista ce soma de conhecimentas de fectas expressos sah
# forma de descritares. organizados mume hierarguia fgica
sstabelecida ano 2 ano, qu= CEmunam, garen 99 ano, tom &
«cHmomat@aran das teorias Matematicasse 2 a caratenizado da
Eeametra Eudlidiana. Comecanda a ler gelo fim as metas garza
Geametria e Medida entende-s2 melhar 2 fgica que presidiu 3 sua
organizacdn Temos uma Esta, canstituida por YW4Y descritares
305 s para a geometriz, foralmente espartilhados 2 estéeis
B, par Issomesmo, e gua 3 =entido das eprendzagens esta
completamante susente. Por cicla. 530 151 descritores para o 1®
riclo, TH parao £ e 17 para 0 3.7 Esta longulssima lista pretende
munir 3 aluno de conhaomentos sobre figuras geometriczs
supastaments pera saber regrodizir mals tarde radocinios
farmais segundo & fogica rigide hipotetico-dadutiva dz gaamstria
sudidiana escolar. Hada vale por =

Uma arsle=e cuidsda e atentd das Metes [uriculares @ umacta
confrangedor e arrepiznte, QUe. 03550 2 passo nos revalz um
totsl desrespeita dos seus aukores pala inbelgBacia das crangas
e dos jovens & pala seu interesse em aprendsr. Desrespeitades o2
alunps. estdo sutomaticaments desrespeitados os professares
E umza fatasa aflrmar -2 qua o professar ==deve seiecioner Um:
estratégia de ensing adequads 4 respetive concretizacdoss. K3a
fia estratdygla possivel para concratizar estas metas guando 52
pratende faze wm @nsing ca geometsia cam sentidal 56 com
m& [& g tofal grarsncia da que & & oratica de snsino se pods
afirmar que <ofs documenlas des rmelas e E=entam um mea
privibegiado 2 lundamectal de apon & planficacia e organizecso
da prEne combiuime uma Suds para o professor na sgealha das
pafrplpgras A Semaire
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Objetos geomeétricos e raciocinio geométrico

CRISTINA LOUREIRO

0 que distingue #stss 85 figuras | 8 272 A primeirs @ uma oboa do
grtesta plastico Robert Mangold (n 1973] quea pode =er vista Ra
Tate Collection [http./ Swww teta orpuksart] A segunds £ uma
COmiposs 2 ganmetrica. A primairs fod escalhada pare lusiar

0 moda como wm artista pode relacionar yanas figuras paa
eizorar ume obra esteticemante atraente. Bl faz parie de um
conjunto de seis comiposigies nas quais, para a8m da varisgao
da cor 8 possiva identificar peguenas vanarties no desarho do
quadrado [fgurs 3).

f figura £ mostTa @ oonto 08 partida que Arguimedes. usou
para estabelecar relariies enire 3 dres do oiroulo 2 a5 Greas
quadrade inscritn @ crrunsorito. s ohistos artisticos parmitem-
-5 uma fruican estétoa. U= objstos matematicos, geomatiicos
o R0, Também podest pregorcionar essa fruigdo, poE@m
EAICEMam outres possibfidades, Rorander geometria @ afrir as
portas denses possindidades

(eterian wiries relopiles gntre o5 slamentos gas fguros gue
farmom o composiio. Bem Cormo amtn e 05 SLOE drevs @ 5S SEUS
nerimatros

Do panto de vsta geomatrco, esta COMEDSICAD pods ser
encarada de forma dindmica 8m QUE 58 OroCUrE WIMa posican mas
Favorével [figura Hl A teroeira imagem: oermite afirmar que o
digmetro da orounferéacia 8 igual 3o ledo do quadrade axterar g
& diagonal do guadrado intericr Esta orounferénos permite assim
estahelerer relapiies entre o5 doss quadrados sem als nao saria
possivel estaneiscd-tas

Com mais elementns Nz compesican ests complca-sa
wisualmente. porém 3 informaca que proporcaons pesTite
avencsr mals [figura §) #érea do gusdrado extenar o dobro da
grea oo guadrada interor, Ba destacar agora um neen guadrado
# sombreado. vernas que 8 Sus area B o quadrado do raic da
rircunferfnos. [onthuimos que 3 area do ool estd entra
gt e Hr= num velor que deverd estarpromma de 3 Estada
aproximacaa mais csimales da relacda entre & ares de wm dircolo 8
02w rain

Arquimedss [287-22 AL ] considerado coma um dos
maares matematicos de todos os bemaos 2 possivamantz o
mair da antiguidade. r2corrau 205 perimedtros de pofigonos
inscritps 2 circunsoitos 2 wma circurferBnciz 2 obtevea
primera aprpxemacap igomsa de® 3 = 10/ = = 3 + 147 Pasa
chaga- a este anguadramanto partiv de hexdgoios 2 recorey
suressvamente 3 poliganes cam um niémarg de lados Bxg”
[Figura b] Obteva estes velores na guarts ordem com poligonos de
8E lzdos

Figuia®

Este'ewempn ilustra o papal da geometnia no decenyalwimanto
fo raciocinip geométrico, bem comn noestabefacimento de
conexdies Farz mem € um Dom exemoln do gus Howard Sves
considera @ geomietria incanacenta e 3 gaometria cientifica. Este
matemitice conssiers que a kishana da geomztnia @ compasta
por dais caminnos antrelacados Um narra o crescimento do
conhecimenio gaomErico B o outro s mudancs g2 nstureza
oo phietn de esturio, ko desenvaiver estas duas narrativas
Howard Eves fefa-ons da gesmetriz subconsciente eda
genmetria cientifica. [onsidera gue & primisira tem angem em
chservacties simpies decorrentes da capacdade humana para
reconhecer figuras @ romparar a5 suas formas e tamanhos. Fol
esta genmetria qua desde sempre foi utilizada peip homem para
chter decoragfes = padrifes Oe erta forma esta arteinicial fez
muita pelo desemelvimento posteriar da geomatriz A evolugda
o= geometna subronsoantenas crisncas @ hem conbecida e
facilmente ohservével Progressivamente. o Homem foi sendo
capsz de axtrar de um nimern de observectes relaconedas com
formas, tamantas g refacies espacisis dos chjstos fsicos certas
proprietatss erelaches gersis. das qusss 55 prmBiras eEM Cas0s
particulares: Assim. Foi imtroduzda a wanbagem de prganizar
pratiamas gaomatricos praticos em classes de prob®mas, de tal
modo que numa classe as prabfsmes sdn resplvidas paln mesma
pracedimerto gersl. For gxenpln. 3 comparasda do mmorimento
ce wma crpunfaréacia comoo sev didmetro levol, ao fim de algum
termipn. & il geométrics oue 2stabelecs ume Tazd0 constants
entre o pomprimento da circynferSncia e o0 sew didmetro Howard
Ewas considera que esta svalucdo conduziu @ geometna partifica
Mests ainducan, @ bentativa erra, o5 procedimentos emiplnices sao
s instrumentos de descobedta.
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Fligra 3

Figura s Fipura b
H perspativa dastas duss narativas histdrices @ coerente Ao fazé-io comprometam mortaimente o ersing da geometria £
coim um dos propisitos stuslmente domicanta para o ansira da por &Fasto o ensne de metematca

ensing da geometnia; a de desanvalver o raciocima geometrico As
meatas curriculaces tBm por base epenas umia perspetiva dedutiva Refer#ndias Bibtingraficas

g igraram totalments as duas rarratieas historicas referidas Eves, Haward [1989] The histary of geametriy, In WCTM [Ed |
por Howard Evas, bem come o propdsito de dasenyvolviments do Hetanico! tomes fov He Mathematics clossrearn: [pa. 165-192]
‘aCocinio genmeirico gue 2 investigacao em didaticz precaniza. Restor NCTH

Loureiro, C. (2013). Objetos geométricos e raciocinio geométrico. Educagcdo e Matemdtica, 122, 41-42.
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Raciocinio hipotético-dedutivo

CRISTINA LOUREIRO

Mo tuturo programz do Ensine Basico elege-se o raciocinic
hipatético-dedutivo como o raciocinio matematico por exce-
IEnicia e afirma-sa que o objetive peral dedicado & axiomat-
ca da geometria constitui um terrene propicio 3o dessnvol-
vimenta do raciecinio hipotético-dedutivo dos alunos,

Guern o faz ignora totalmente tudo o que tem sido pensa-
do, experimentado, refletido e avallado ac loago de décadas
de evolugdo do conhecimento sebre aprender e ensinar ma-
temitica, a que hoje chamamos Did4tica da Matemidtica.

Para fundamentar a minha posicEa revi uma publicacio
marcanta, «Ensino da Geometria no virar do milénios:, com
contributes significativos dees pecialistas internacionals ne
ensing da goometria. Neste documento podem ser desta-
cadas algumas ideizs dominantes: (1) a relachs entre a in-
tuigdo e a dedugdo; {2) a impertdncia da experimentagao e
do trabalha de cunho investigative; (3} as conexbes entre
a geometria @ as outras dreas; (4) 25 aplicacbes da geome-
iria; [3) o5 contributes da teonelogia,

Ma andliseque faco do programa em debate, ndoencantro
nierthuim eoo degtas idetas. Lima pesgulsa simiples de coarmn.
clag perrribu-e abtor pa reseftados sxpresans na tabela 1

Drestaco gue as quatro referéncias & inulgdo gue encon-
trel tBm como preccupacio (ustificar a importdncia da de-
ducio ou servern para chamara atengio parsa o $eu cardter
enganader, Para quem ainda ndio conhece, o5 cadernos de
apoio $io explicitamente assumidos pelos autores do Pro.
prama & s Metas como um documento slabarado para
apresentas «iugestbes de exsrcicios, problemas & athida.
des, alguns com propestas de resolucio, esclarecimentos
relativos a algurmas opobes womadas no documenia princ-
pal ¢ informagGes complemeantares para os professoress,

Tabela 1.

Palayras-Chave MW CA1 CAZ CA3
It il e a i} I 3
Exparimental cu palayras derivadas 2 1] a o
o i o ~ - - ;
Imvestigagaa a I Q o
l-".mgrnmas de pegerria dinfrroca | o a 1

Fid=Programa e Metzs, CAl=Caderno de apoio do L® oclo;
Chdwladerno de aposn do 22 cicho; C=Caderio de gpoio do 3% cick

Para ilustrar a8 minha total discorddncia do programa
em debate e de todos os documentos gue lhe estio asso-
ciados, sugiro um conjunto de problemas muito simples.

Crividir em duas parte eguivalentes um tridngule istscales. [nwas-
Ligar witias salughed & desenvolver o problema passando @ ow
tras higuras nemeadaments, um frndngulo qualquer, vm rapdzo
& um paralebogramo.

Estes prablemas e as investigacSes sssocadas 530 noss &
adequados o ensing bdsico. Admitern witlos nivels de ex-
ploracio e permnitem trabalhar, ou ndo, sebre conhecimentos
de geometria como por exemplo o Teorema de Tales. Combi-
nam muito bem intuicdo e deducao. Constituem um desafio
muito acessivel e aliciante com recurso a um ambisnte da
geametris dindmica, sem o qual s¢ tormam nacesshels, 530
urn exemple, mas hd centenas deles. Escalihl este porgue a
sus resplucho e discussio 350 mulls interessantes.

= grande problerna do futuro novo programa de Matemna-
tica para o Ensino Basico ndo € gue o que naoc 25ta ld e que os
seus autores justificam como ausente para dar espago 3 que
as metodologias livres dos professores possam implemsen.
far, C maior problema & 0 visdo estreita, limitada e retrdgra-
da da matematica, subjacente it ideias egpressas na introdu-
¢do, nat finalidades e nos objetivos e bem patente nas metas
e nos cadernos de apoto ao professor. Em meu entender, a
obsessdo cega do radocnic hipotetico-dedutivo, gue domi-
fia & orlentacio dos coneddes de peametria deste progri-
i, pode sef mortal para o ensing da Matemdtica na esco-
laridade bdskca, Quem defende & persepue esta idela, posta
er cawsa hd tanio termpo, torna-se responsdvel por destruir
teda & carninhe que vern sendo construlde para gue a gea.
mietrid tenha o papel que lhe & devide no ensing bisico.

Jd@ ningufen tem didvidas de gue o raciocinio hipotdti-
co-dedutiva ndo pode ser o moliva para que as oiangas
& jevens aprendam Matermdtica na escolaridade bisica, A
demonsiragio formal, baseada num sisterna adomdtios,
poderd vir apenas no fim de uma longa sequéncia de mo-
dag de raclocinia multo menas sofisticados & em nvels das
escolaridade mais avangados,

RoFimincias BlLioGRARICAS

Velosa, E,, Fonseca, H, Ponte, | P& Abrantes, P [org.) (1999),
Ersine de Geomedrg novirar da mrlémin, Dighoa: nn-p.aria-
mento de Edicacio da Faculdade de Cidncias da Univer
sidade de: Lishkea

Loureiro, C. (s.d). Raciocinio hipotético-dedutivo. Educagdo e Matemdtica, 123, 48.
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RESOLUGAO DE PROBLEMAS

Raciocinio hipotético-dedutivo (2)

CRISTINA LOUREIRO

Como dividir o bolo ao meio?

Este problema foi apresentado no apontamento anterior
com uma formulacdo menos apetitosa.

Dividir em duas partes equivalentes um tridngulo isésceles.

Investigar vdrias solugdes e desenvolver o problema passando a ou-
tras figuras nomeadamente, um tridngulo qualquer, um trapézio e
um paralelogramo.

Recorrendo a um ambiente de geometria dinamica (AGD),  que vai garantir as razdes entre os vérios segmentos pre-
comegando pelo tridngulo isésceles obtém-se rapidamen-  sentes. E o teorema de Tales que est4 presente, ainda que
te um ponto que permite obter um corte que decompde o n3o seja preciso recorrer a ele como ponto de partida. Sera
triangulo em duas partes equivalentes, o corte [DE] na figu-  esta solucdo independente da forma do tridngulo (figura 3)?
ra 1. Claro que estamos a pensar numa solugdo em que o Por mais estranha que seja a forma do tridngulo a solu¢do
corte ndo contém nenhum dos vértices do tridngulo. Nes-  mantéme-se.
te caso o tridngulo [ADE] e o trapézio [DBCE] s3o equiva- Toda esta exploracdo seria drida se recorréssemos 3 re-
lentes ou, dito de outro modo, a drea de um ¢ igual a drea  solucdo algébrica, envolvendo vérias razdes de segmentos
do outro. e calculos de dreas. Com o recurso a um AGD resolvemos
Qual é a posigao exacta do ponto E no lado [AC]? As me- o problema original e fizemos uma generalizagdo muito po-
digdes que o AGD nos oferece permitem obter uma razdo  derosa. O caminho da resolucdo obrigou-nos a resolver um
interessante AC/AE = 1,42. problema auxiliar interessante (Construir um quadrado dada
A razdo entre AC e AE ¢ igual a razdo entre a diagonal  a sua diagonal). No GeoGebra, por exemplo, este problema
e o lado de um quadrado. Assim, o ponto E serd o ponto
que determina AE como um segmento igual ao lado de um
quadrado cuja diagonal é AC. A figura 2 mostra essa cons-
trucdo. Obtido o ponto E, tem-se imediatamente o ponto D
por paralelismo dos segmentos DE e BC. E o paralelismo

B C

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Loureiro, C. (s.2013). Raciocinio hipotético-dedutivo (2). Educagcdo e Matemdtica, 124, 36-37.
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A B

Figura 4

de construgdo ndo é de solugdo imediata pois este AGD tem
a construgdo do quadrado pré definida a partir do lado.

A resoluc3o dindmica rapidamente provoca o interesse
em passar a outras figuras.

O paralelogramo tem uma generalizag3o interessante
e acessivel de obter. Para além das duas solug¢des particu-
lares obtidas a partir de cada uma das diagonais (figura 4),
qualquer segmento de reta que contenha o centro do pa-
ralelogramo divide-o em dois quadrilateros congruentes e,
por isso, também equivalentes (figura 5). Em qualquer dos
casos, a congruéncia das duas partes pode ser demonstra-
da recorrendo a uma rotagdo de 180° cujo centro é o centro
do paralelogramo. No caso do paralelogramo pode ser mais
acessivel partir de paralelogramos particulares, como um
retdngulo qualquer ou mesmo um especial, o quadrado.

O trapézio vai complicar muito a situagdo e tornar o pro-
blema muito dificil de generalizar e, por isso, de obter uma
solucdo. Passa a haver mais varidveis em jogo, como ilus-
tram os trapézios da figura 6. No entanto o problema pode
ser igualmente apetitoso.

A

Figura 5

RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Afirmei entdo que estes problemas constituem um desa-
fio muito acessivel e aliciante com recurso a um AGD, sem
os quais se tornam inacessiveis. Esta apresentacdo preten-
de ilustrar essa acessibilidade e servird de mote para dis-
cutir a dominancia do raciocinio visual na geometria, que
se opde a dlgebra em que domina o raciocinio sequencial.

‘L.\_r
. N

;::%\-

Figura 6

Loureiro, C. (s.2013)). Raciocinio hipotético-dedutivo (2). Educagcdo e Matemdtica, 124, 36-37.
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RESOLUGCAO DE PROBLEMAS

Um problema para o olhar

CRISTINA LOUREIRO

Dado um tridngulo ABC qualquer, marque um ponto D no
lado AB e trace DE paralelo a BC, como mostra a figura (fi-
gura 1). Una os pontos B com E e Ccom D, e marque o pon-
to de intersegdo F. Trace o segmento AF e prolongue-o de
modo a intersectar o lado BC. O ponto de intersegdo é C.
O segmento AG é sempre uma mediana do tridingulo. Pro-
ve que esta afirmacdo é verdadeira.

Escolhi este problema porque ele apela fortemente ao re-
curso a um AGD para testar a validade da afirmac3o e por-
que esta demonstracdo, que ndo é simples, foi
bem desafiante e inesperada para mim. A chave da demons-
tragdo estd na maneira como olhamos para a figura (figura 1),
para os seus elementos ¢ no modo como procuramos inva-
riantes entre esses elementos ou entre as suas relagoes.

Para provar que AG é mediana basta provar que G é o
ponto médio de BG, ou que BG = GC.

A demonstracdo tern que ter por base as propriedades
relativas A situagdo, ou seja, que DE é paralelo a BC, e factos
conhecidos que decorrem da semelhanga de tridngulos,

Ao examinar a figura é importante ter em conta que ndo
temos apenas uma figura, mas todas as figuras que se ob-
tém fazendo variar o tridngulo ABC e a posigdo do ponto D.
Uma sucessdo de figuras auxiliares ajudam a ver o que estd
em causa.

Neste caso temos duas maneiras diferentes de olhar a
figura (figura 2 e figura 3). Em qualquer dos casos estamos
a dar atencgdo a pares de tridngulos semelhantes, por isso

N

Be o

Figural

destacamos os tridngulos pintando-os. Num caso temos
o tridngulo ADE semelhante a ABC, no outro temos DFE
semelhante a BCF. Para ambos os casos a razdo de seme-
Ihanga tem que ser igual pois ela é determinada pelo para-
lelismo dos segmentos DE e BC e pela relagdo que se esta-
belece entre DE e BC. Designamos esta razdo por k. Temos
BC = k DE.

O facto dos dois pares de tridngulos terem a mesma ra-
2do de semelhanga é o elemento crucial desta situagdo. Ao
tragar o segmento AG mantém-se a razao de semelhanga
entre novos pares de tridngulos e podem ser obtidas rela-
¢bes entre outros segmentos.

D
F
B e

e C

Figura 2

Figura 3

Loureiro, C. (2014). Um problema para o olhar. Educa¢do e Matemdtica, 130, 69-70.
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Estabelecendo agora relagdes entre os segmentos da fi-
gura (figura 4 e figura 5), obtemos:

BG = k x DH e também GC = k x DH

Destas duas igualdades podemos retirar que BG = GC, Pre-
cisamente o que querfamos demonstrar.

Chegamos ao fim da demonstragdo. Este resultado dd-
-nos mais uma ideia interessante e Gtil, um processo para
obter paralelas (Figura 6). O processo é este: Desenhamos
um tridngulo ABC e obtemos o ponto médio de um dos seus
lados, BC por exemplo. A partir desse ponto médio traga-
mos a mediana relativa a BC e marcamos um ponto qual-

RESOLUGCAO DE PROBLEMAS
A

B¢

Of

Figura 5

quer sobre ela, o ponto P. As semirretas definidas por cada
um dos vértices B e C e este ponto P intersetam os lados
AB e AC em R e S. Estes dois pontos definem um segmen-
to de reta RS paralelo a BC.

Este problema e esta construcdo sdo especialmente in-
teressantes para explorar num ambiente de geometria di-
namica, Uma outra ideia que considero relevante tem a
ver comn a razdo de escolha deste problema. Olhar e anali-
sar vdrias vezes esta figura, procurando o méximo de rela-
¢oes entre os seus elementos confere-lhe também um di-
namismo, mesmo que esteja desenhada em papel branco.
Experimente.

Este problema foi retirado de Johnston-Wilder, Sue e Mason,
John (Eds.) (2005). Developing Thinking in Geometry. Lon-
don: The Open University. (p. 39). A discussdo apresentada
foi adaptada da discussao feita pelos autores do livro.

: S

o C

Z¢

Figura 6

o olhar. Educagdo e Matemdatica, 130, 69-70.
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RESOLUGCAO DE PROBLEMAS

Torradas com manteiga

ou como a maneira de cortar pao influencia a quantidade de manteiga que nele se pode

colocar

CRISTINA LOUREIRO

Mio hd 50 uma maneira de cortar o pdo
para torradas e porisso a quantidede de
mantelga pode ser diferenie conforme a
rrvdrreirag de fazer o corte e de barrar com
rhantelgs Mesta discussio, 0 que nos vai
interessar mao s20 as calorias a mais gue
estic-emvolvidas, mas sim as questdes
matemdticas que podemos formular so-
bre esta situacdo &, conssquentemearnte, os problemas gue
podemos resolver & as respocias que encontramos. O de
safie aqul estd na complexidade crescente das guestBes. Os
problemas podem comegar por ser muits simpies, mas a
sua resoiucio pode conduzir 3 formulacio de novas ques-
ties mais elaboradas. Fagamos um percurso.

Para inlciar pengamos neste plo cormo um paralalapl
pedo cujas dimensdes slo 2w 2w 3 [ig 7).

H# duas maneiras de cortar o p2o. Em ambas a espes-
sura das torradas & igual.

Para facilitar designamos o corte A por bongitudinal e o
B por corte transversal.

O corte longitudinal permite obter apenas 3 torradas,
isto ¢, 2 faces que podemn ser barradas de manteiga. O cor-

te transwversal permite obter vdrias torra-
das, dependente da dimensdo do pio e
da opeiio de colocar manteiga em mais
do gue uma face.

Meste casa, o corte B dd 3 torradas
e 3 dio melo pode serbarrada com man-
teiga em duas faces, & por iss0 que te-
mos duas passibilidades de barrar para
oocame B, Vamos Tazer urna tabeli (tabela 1) com tedas as
possibilidades para a situagTo da fig 1.

Podemos notar gue para os dols cones uma das possl-
bilidades onging valores iguais. Esta siiuagdo levou-nos 3
formular uma questio. Haverd outros formates do pdo em
que o resultado seja exatamenta igual? Para simplificar, va-
MHOS passar 3 considerar que 54 barramos as torradas auma
das faces.

Se o pao for um cubo & ndiferente 3 maneira de cormar
o pda,

Se experimentarmos com as dimensbes 2 x 3« 4 (fig. 7)
obtemos & mesma drea para os 2 cortes tabela 2). Ese o
plo fof um poucs mals compride, 2 % 3 x & pof exemplo, &
que etoniege?

n® de faces da tatal da drea
area da face
BZ 15 s torrada a barrar barrada com
B1 h‘“‘\. de manteiga rrantEgE
corte A, 2md ] 2x(2xd)=T2
R 3 Ix2x2}=12
corte B ind i wlleic ot M
4 dx (Ixdj=16
Tabala 1
:cgllr:: 1
PR Y n® de faces da otz da firea
& torradz a barrar barrada com
4 da torrach 5 )
de manteiga mamnteiga
I coarle A Ix 4 2 2 (3% 4) =24
2 2 corte B 23 4 4% [2%3) =24
" corte A Ix6 2 2% [3x6)=36
corteB  2x3 0 & _ Bx(2x3) =36
Figurn £ Tabwla 7

Loureiro, C. (2015). Torradas com manteiga (ou como a maneira de corfar pdo influencia a quantidade de manteiga
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A tabelz 2 mostra-nos que o resultado € o mesmo para
05 dois tipos de corte.

Serd que val acontecer sempre esta igualdade? Como
podermos ter a cereza disso?

S& HVENTIos e que Conta que ha uma relacdo entra o
walor de k e as dimensdes ¢ e a para consaguir gue as torra-
das tenham todas a mesma espessura e que essa relacdo
&k =cf{a)2) que & equivalente a ter ¢ = k x {a/2}, podemos
vesificar que sdo iguals os dois valores da dreas barrada:

2bc=2x (k= (afl) =k=ab

Quando formulei e resolvi este problema ndo tive em aten-
cdo que parz o corte B as torradas s6 deviam ser barradas
de um lado e, porisso, obtive valores diferentes para os dois
opos di corted. Por essa razdo avanoed com um ourng tipo
de questao para a situacio em que as torredas centrals s&o
barradas dos dois lados.

Qual & a percentagem de aumento de manteiga neces-
sdria para barrar as torrzdas, isto &, qual € a percentagem
de aumento da drea a barrar?

Ficamos por aqul, & generalizacSo para o caso abe fica
a0 culdado do lettor mels interessado. E fica também o de-

n® de faces da

RESOLUGCAO DE PROBLEMAS

.
I=ur
Full =l

safio para encontrar uma dimensio de pao gue permita ob.
ter o dobeo da drea a barrar de mapielga, isto & um aumen.
to de 1005,

rrr das aspetod que destaco nesie percurss & que corme
cimos por uma situacio muite simples que nos lavou pro-
gressivaments 3 formulagio de problemas mais claborados
& rios permitiv fazer urna generalizacio, corm wrra entrada
muite ¢ignificativa pela Mgebra, Um ouiro aspeto fol a ne
cessidade desimplificar o models peomérics, neste casa re
corends 3 um paraleleplpeds & de colocar cuidadosamente
as condiches de formulagio do problema, Meste caso, bar-
rar apenas de um lado ou dos deis faz uma grande diferenga
rraterndtica, Para condlulr, faltou o chd ou o café com leis,

total da drea

area da face
torrada a barrar barrada com
da torraca :
e rmanteiga rmanieiga
_corte A bxc 2 2uibxz)
corte B i k K (@b
Tabesla 3
dirmensdes do P i admentn percentagem devanagio da
pargeleplpeds da Area drea 8 barrar
Iwdxd LE 4w [Zxd) =16 £ +313,31%
Iw3uxd 24 G=z{2x3 =136 12 + 5036
Iuwinh 1 10 {2 3) = 60 L] + £6, 6%
Takezla 4

Loureiro, C. (2015). Torradas com manteiga (ou como a maneira de cortar pdo influencia a quantidade de manteiga

que nele se pode colocar). Educacdo e Matemdtica, 135, 42-43.
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RESOLUGCAO DE PROBLEMAS

geometria com e sem muros

CRISTINA LOUREIRO

A ideia chave deste artigo & uma retlexso sobre a utilizagio de
programas de peometria dindmica (AGD) na aprendizagem
da geometria desde os primeiros anos. Esta reflexdo € feita
aproveitando o duplo sentide da palavea muro e brincando
i prouco oo esse sentido.

UM PROBLEMA COM MURDCS

Sao bastante conhecidos os problemas de geometria sobre
muras, A varacio do comprimento da sombea de um muro
eitt fiingio da sog altors, o obtencio da altur deo naen sem
precisar de b oao cmoe do mwee Sio dois dos modelos mais
cormins, Mesta vota resolvo e discuto mais une O problensa ¢
simples o bot divalgads ha algum tempo pelo josé Paulo Viana
raum dos seus artigos semanais do Jernal Pablico, Mo me lembro
exatamente da formulacio apreseptaxda, mas o problemas ¢ o
St

Turrns abods midras parnlelog & Ngeming o topa de cada wm deles d ase
oy e ot g wring cordd, coma ot a fgeend I Ag dieas
pivelads pEOTE RIS it porte, Liae cdng e been 3 o ol aeltia o
ceapafon & o Ol & @ alBea alo pronie oe crconia aes fiuss oordas

Fignral

Paura malery e Brypensiove] fos dios de hoje abordar wm proablems
de geometria comoeste sem recorrer de imediato 2 win ambente
el geainetria dindmbca (AGEY). Para foer o construcio dindmlca

surge logo uma questio, qual é a distincia enkre os muros? A
auséncia deste dado, que nao foi facultade, aponta logo para
faxer a construcio dindmica com esta distincia varidvel. Depois
do feits a construcio, basta Faver as medicdes @ obtomos de
bediato o valor da altura pedida. O peoblema estd resolvide
paraos vakores dados e identifica-se logo um primesno invansnte:
a altura pedida mantém-ze quande se varia a distincia entre os
muros. Porém, ainda nos falta conhecer outras relagées entre
% virios elementos da Agura.

(1 passo seguinte & identificar alguns dlementos ¢ estabelecer
relagoes entre eles. Propositadamente decido representar os
dados por lotras pois o ambiente dindmice empurra-me para
trabathar com medidas varidveis, o gue & 0 mesmo que dizer
i estamsos a trabalhar com quabquer medida {fgura 25

2 0.6 2
. £ |:I-I:I.!-!

=1.00

L RE
o=

Figara 2

Oibtidas algumas medidss e calewlando a razfio entre & altura
podida ¢ & altura de cada um dos muros, sarge um nove ©
desatiador invariante. A soma destas duss medes mantém
e sempre (gual g 1. Conhecida esta relagio, o problemn esta
resolvido para qualquer valor de a ¢ de b, ista &, para todas
as medsdas da altues de cada um dos muros: Basta substiouie
a¢ e caloular b,

Mesta fise [ senlido perguntar porspue seed o somes das duas
ruEies (nvariante ¢ hgeala 1?

Parsoompreender et relacio o problems val passar ripidamente
de wm problema de geometria g wm profblema de dlgebra.

Loureiro, C. (2018). Geometria com e sem muros. Educa¢do e Matemdtica, 146, 21-22.
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. a4k

O problems que j§ ostava fesolvide com o AGIDY para
quaisquer medidas da altue de mros, fica sgom fotalmente
compreendida, Mas formou-se wm problema de dlpebea @ isso
earregou-n de dificuldades, colocosu-The mais e, dgors de
natureza compreensiva, Considero que s nivel da aprendizagem
o problema ol desafiador o interessante ma parte do AGD,
adequado oo 3 cicko para todos os alunos. A segunda parte,
algdrica, i codoca outras exipéncias o & discutivel pasa que
nived o sua adequacio para todos,

Como conclusio destaco a ideta deque, obm recurme aum AGE,
o problemas dos mooros adeguiriy wno configuragie wialmente
chiferente do que se fosse resclvido com papel ¢ lipis, Alias,
s wi AGE o peoblema dos muros era, simultoneamente,
um problema de geometria e de digebes, o era sido resolvido
eorm recieso 38 relapdes enire os elementos de dois triingulos
retingulbos. A resolecio de wm problenss como este leva-nosa
pustiomnar 3 orkentag o do ensine da geometria, o o nivel
dlow. conteichin a trabathar comeda naturesa das tarefas o reallzar
pedos olunos. B aqui que entra a segunda parte da peflexio.

APRENDER CEOMETRIA SEM MUROCS

Dhescrovo agora uwm episodio simples passado recentemente
manma Lgrrn de 2. ar de esolorickide, Mestn irma o profissons
integea o peourso oo Geolebra, pelos seus aluncs, desde o 17 afo.
Atarefa proposta aos aluncs foi a seguinte

Descobrir todas as bandeivas triargulares que se poden
constradr kum geoplano de 3 por 3.

O Geodzebra permite trabalhar com wma rede quadriculada e,
por s, & uma representacio fiel do peoplanocom a mais valia
e sor dirdmics. O8 dlunes tinham de recormer oo Geolebi
para fazer as experiencias ¢ depois representar as solugies

RESOLUGCAO DE PROBLEMAS

obtidas ne papel. O objetive da tarefa em construlr tridngalos,
em posicies diversas, e identificar relacies simples entre os bdos
dos trigmgulos. O contexto escalhido, congtrukr bandetras, tinha
eeinn latengho progore b logo Wing orlentacho jira gue o5
rbhngulos ndo fssem desenhados nas posigoes maks comuns,
Na resolugao os alunos descobriram os B tridgngulos possiveis
ifigura 35 Mem todos osalinos descobriram todos os trEngilos,
mag o pitave, o dtino do fgeea 3, em babxe & diceita, fod
descoberte por vrbos alunos e orgined una dscosslio coletiva
anbmada. Mas o mals interessante & gque a propria professors,
ai fazer a planificagio dz tarefa, tinha pensado gue os alunos
o iriam descobrir este oitave triangulo pois era o dnico que
mio tinha nenhum lado codncidente com as linhas da rede
guadrculada ¢ poderia ndo ser considerado como wmas bandeirs,
Foram os alunes que o descobriram ¢ argumentaram goe ab
o este tnham todos o5 kg ules possiveds.

N .

- L] L] L]
L] - - L]
L 3
w w L]
Figura 3

s alunos desta professors reselvem tarefas de geometria
desafiadoras e as expectabivas da professora sio sempre elevadas,
no entanto eles ultrapassam-nas sem dificuldade ¢ acabam
par surpreender a profossora, Vale 2 pena destacar qua esta
professora lhes apresenta a geometria sem maoros,

Mo case das bondeiras, o problems sugere Jogo um
desenvelvimente que € descobric todos os quadriliterss possiveis
de construir num geoplano de 3 por 3 e depois descobrir todes
o5 poligonns. Mo caso do problema dos muros ficou clara a
abordagem por invariantes que os AGD possibilitam para a
resciugio de problemas.

A mwbematica sempre teve murss para os alunos. Entendides
aqui muros coiro obstdoulos que & precisa ulirapassar O
recurses teenoldgioos permitem eliminar muitos desses muros.
Infelizments parece que INSiSHmos 2m mMEnteT o T s, mesme
quando temins recurses cada ver mais acessiveis ¢ poderosos 3
chispaosinio de todos e gue nes permitem elimind-bos,
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RESOLUGAO DE PROBLEMAS

Angulos externos de um poligono e voltas

completas

CRISTINA LOUREIRO

ALGUMAS IDEIAS SOBRE O CONCEITO DE ANGULO EXTERNO

O conceito de angulo externo de um poligono ndo é muito
valorizado e penso até que lhe é dada muito pouca atengéo.
No entanto, este elemento de um poligono pode ser muito
significativo e ajudar a ampliar o conceito de angulo.

Os angulos externos de um poligono levam-nos a encarar uma
forma de percorrer o poligono por fora. Isto é, partindo de um
vértice qualquer de um poligono, percorrendo a linha poligonal
que o define, a sua fronteira, de forma a manter sempre a mesma
maneira de virar ao chegar a outro vértice, quando chegarmos
ao vértice do qual partimos demos uma volta completa, ou
seja, rodamos 360°.

Aprendi esta propriedade hd muitos anos quando alguém me
proporcionou a experiéncia de percorrer, no verdadeiro sentido
da expressdo, a fronteira de um poligono desenhado no chéo.
Esta experiéncia pode ser feita com criancas desde muito cedo
e é realmente marcante. Andamos, paramos em cada vértice e
vamos rodando. Seja qual for o nimero de lados terminamos
sempre voltados para o mesmo ponto de referéncia de quando
partimos e, durante o percurso, nunca olhdmos para esse ponto
de referéncia. Temos assim uma ideia concreta do que é dar
uma volta completa.

Esta propriedade é vélida para qualquer poligono seja qual for o
ndmero de lados. Uma outra forma de exprimir esta propriedade
¢ afirmar que a soma dos 4ngulos externos de um poligono
qualquer é um 4ngulo de volta completa, um angulo giro ou
um angulo de 360°.

A ideia que apresentamos tem subjacente o conceito de angulo
externo encarado como uma grandeza, neste caso associada a
medida da rotagéo definida pelo prolongamento de um lado e
pelo lado consecutivo (figura 1).

E importante registar que esta marcagio de angulos obedece a
regra de que, num dado poligono, todos os prolongamentos dos
lados sejam feitos com igual orientacéo e que, num poligono
convexo, um éngulo externo é suplementar do angulo interno
adjacente.

oy
i

Figural

Destaco nesta discussdo que se adota o conceito de 4ngulo como
grandeza e ndo como figura, seguindo a orientagdo desenvolvida
por Stella Baruk. Este conceito é amplamente discutido no
Dicionario de Matematica Elementar desta autora. Alids esta
orientagdo de &ngulo como grandeza é a mais correta do ponto
de vista formal.

UM EPISODIO DE SALA DE AULA

O que acabamos de dizer é ficil de compreender e aceitar num
poligono convexo. O que se passard com um poligono céncavo?
O que serd um angulo externo num poligono concavo?

Esta questdo surgiu numa turma de 5.° ano e registo o comentario
da professora.

“A questdo foi-me colocada por um aluno do 5.° ano! Foi um
episddio delicioso em que eu fiquei ‘aflital Quando o aluno me
colocou a questdo, a minha resposta foi que o ngulo alfa (a
na figura 2) era o quarto angulo externo, mas apenas o fiz por
uma questéo de légica e coeréncia com o que estavamos a fazer
com os poligonos convexos. Ficdmos os dois a olhar para o
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desenho, por razoes diferentes. Ele porque o facto de um &ngulo
externo estar no interior lhe causava compreensiva estranheza,
eu porque a definicdo assente no facto de um éngulo externo
ser suplementar ao angulo interno adjacente, cair por terra.
Fiquei caladinha e tivemos de sair da sala, ‘gracas a Deus. Ambos
saimos de sobrolho franzido! Nem um nem outro estdvamos
convencidos”

Figura 2

A professora, ciente da importincia da conservacio de
propriedades quando se amplia um conceito, decidiu
experimentar o que acontecia a soma dos dngulos externos
com este angulo externo “metido para dentro” Concluiu que
se a medida do angulo neste caso fosse negativa se mantinha a
propriedade da soma igual a 360°. Como fez as experiéncias num
programa de geometria dindmica concluiu que a propriedade era
valida para qualquer poligono concavo, com qualquer nimero
de lados. Assim, na discussdo posterior com o aluno assumiu
que o angulo externo é obtido da mesma maneira e que, nesta
situacdo de reentrancia, a sua medida é negativa. Penso que a
figura 3 ilustra muito bem a ideia de que iniciando o percurso
sobre a fronteira do pentdgono concavo a partir do ponto C,
quando retornamos a este ponto temos que fazer um angulo
em sentido contrério para fazer uma volta completa.

RESOLUGAO DE PROBLEMAS

Segundo as palavras da professora “Claro que falar em angulos
negativos ¢ estranho no 5.° ano...” Porém, faz todo o sentido
e aumenta a consisténcia tanto da propriedade da soma dos
angulos externos como da propriedade da relacdo entre o
angulo externo e o angulo interno adjacente e que é a de serem

suplementares.

Neste tltimo caso, € interessante verificar que o angulo interno
¢ concavo, por isso superior a um angulo raso. Precisamente por
isso, ao introduzirmos uma orientacdo na medicdo do angulo
externo adjacente, subtraimos a medida deste e concluimos
que a soma dos dois é um raso e por isso sdo suplementares.

E muito engracado pensar que no poligono concavo aparece um
angulo que nos apetecia mesmo considerar como externo (figura
4). Se o fizéssemos tudo o que foi dito atrds perdia coeréncia.
Isto é, a soma dos 4ngulos externos nédo seria um angulo de
volta completa e o angulo externo ndo seria suplementar do
angulo interno adjacente.

Figura 4
COMENTARIOS FINAIS

Nao encontrei, em nenhuma das fontes crediveis que consultei,
informacéo sobre dngulo externo de um poligono coéncavo.
Embora o Diciondario de Matemaética Elementar de Stella Baruk
seja o que se tornou mais util para esta discussdo e tenha ajudado
a clarificar e sustentar o conceito de 4ngulo como grandeza.

As defini¢bes ndo sdo estdticas e devem ter significado. Penso
que esta discussdo ajuda a dar sentido a definicdo de angulo
externo e ajuda e dar sentido a prépria definicdo de 4ngulo,
que deixa de ser apenas a de uma figura obtida a partir de
duas semirretas com a mesma origem, e em que ganha corpo
aideia de grandeza associada a rotagao definida por essas duas
semirretas. Ao acrescentar desde muito cedo a ideia de medida
orientada, esta discusséo vai ajudando a construir de forma
consistente o conceito de 4ngulo, um conceito bastante complexo
que progressivamente se torna mais elaborado a medida que
se avanca na escolaridade.
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Esta discusséo, pela estranheza que causa, ajuda a compreender
a ambiguidade topolégica do poligono concavo. E um poligono
em que a nogéo de interior e exterior se ampliam e que nos
leva a pensar nestes dois conceitos, bem como no conceito de
fronteira. Visualmente, hd pontos no exterior do poligono que
parecem estar no seu interior. Embora os conceitos topoldgicos
sejam pouco trabalhados na matemadtica elementar ndo deixa
de ser interessante pensar sobre eles.

O episddio apresentado por esta professora ocorreu numa aula
em que os alunos estavam a usar um programa de geometria
dindmica. Na minha opinido, este episddio reforca a ideia
de que estes ambientes ajudam a proporcionar situagoes
matematicamente mais ricas e desafiadoras, tanto aos alunos
como aos professores.

Do ponto de vista da estruturagio espacial e geométrica, este
episodio e esta discusséo parece-me muito interessante. No que

RESOLUGAO DE PROBLEMAS

respeita a estruturacio espacial, os &ngulos externos, encarados
como elementos da figura ganham destaque de forma coerente
e asrelagdes geométricas que sdo estabelecidas sdo consistentes,
evidenciando assim uma ligacdo entre a estruturagio espacial
e a estruturacdo geométrica.

Por tudo isto registo um agradecimento especial a professora
que partilhou comigo este episddio e que de forma sébia soube
construir matematicamente respostas para as duvidas do aluno
e para as suas préprias ddvidas.
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