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Passado recente
e futuro do ensino
da geometria

Geometria é compreender o espago em que a crianca
vive, respira e se move. O espaco que a crianga deve
aprender a conhecer, explorar e conquistar, de modo a
poder ai viver, respirar e mover-se melhor.

Hans Freudenthal, “The case of geometry”,
in Mathematies as an Educational Task
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Os colleges sdo instituicdes de ensino
superior nos Estados Unidos, compard-
veis de certo modo ao ensino politécnico
POTIUGUES.

Figura 1. Actas do semindrio sobre
“O futuro da geometria”.

1. “O futuro da geometria”

Em Marco de 1990 realizou-se nos Estados Unidos um semindrio para
analisar a situacfio do ensino da geometria e fazer sugestoes para a sua

revitalizagdo. O objectivo principal dos participantes, um pequeno grupo
de professores e investigadores universitdrios, era a reforma do ensino de
geometria nos colleges americanos, e as suas preocupacdes estdo clara-

mente expressas nos primeiros pardgrafos do preficio das actas da
reunido:

Os Elementos de Euclides, escritos hd mais de dois mil anos, sdo um feito
impressionante. Juntamente com as descobertas de J. Bolyai e de N.
Lobachewsky, o trabalho de Euclides, os seus prolongamentos ¢ a andlise das
suas limitagdes, tém constituido o nicleo central da geometria com que a
generalidade das pessoas e dos matemdticos entram em contacto, nas esco-
las e nos nossos institutos e universidades.

No entanto, aquele pequeno grupo de matemdticos que se consideram a si
proprios geémetras véem o seu tema de trabalho num contexto muito mais
largo, profundo e valioso. Os geémetras sabem que, para além das numero-
sas dreas que floresceram dentro da geometria, as ideias geométricas tém
fornecido o ponto de partida para desenvolvimentos conceptuais em outros
ramos da matematica, que agora estdo afastados das suas raizes geométri-
cas. Além disso, profissionais fora do campo da matematica (como fisicos,
cientistas da computacio, bi6logos, engenheiros, etc.) estdo a descobrir que
as ideias geométricas tém uma utilizagdo muito ampla, ndo sé como funda-
mentagdo tedrica dos seus dominios de trabalho, mas também na realizacdo
de novas tecnologias que estéo a desenvolver-se nesses dominios. Exemplos
disto incluem o uso da teoria dos noés, pelos bidlogos, no estudo dos
enrolamentos de moléculas complexas e a utilizaclo, por cientistas da com-
putagdo e engenheiros, de muitas partes da geometria no desenvolvimento
da visdo computorizada e dos sistemas robdticos. Muitos gedémetras tém visto
com tristeza que estes progressos empolgantes coexistem com um curriculo
cristalizado de geometria nas nossas escolas e institutos.’

Embora, como dissemos, as recomendagdes se destinassem sobretudo

aos colleges, os participantes esperavam que a sua concretizagdo viesse a

contrariar também o declinio e a cristalizagdo do ensino da geometria

nas escolas secunddrias, através da exposicdo dos futuros professores de

Matemdtica® as novas ideias. Seguem-se algumas das principais reco-
mendacdes da reunido:

* Qs conceitos e objectos geométricos devem ser estudados mais de um
ponto de vista experimental e indutivo do que axiomdtico. (Os resultados
decorrentes da abordagem intuitiva devem ser demonstrados.)

» Deve ser dada tanta importincia aos aspectos combinatérios, topoldgicos,
analiticos e computacionais da geometria como s ideias métricas.

» O amplo campo de aplicagdes da geometria deve ser mostrado aos estu-
dantes: aplicacdes ao mundo dos negécios (prograniagﬁo linear e teoria
dos grafos), a biologia (nés e sistemas dindmicos), a robética (geometria
computacional e convexidade), etc.
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* Uma ampla variedade de programas
de computador devem ser utilizados
(Mathematica, LOGO, etc.), tanto
como ferramentas para investigacoes
como para a construgio de conceitos.

* Deve ser exposta a valiosa histéria da
geometria. (Muitos dos maiores ma-
temdticos de todos os tempos —
Arquimedes, Newton, Euler, Gauss, ) )

Poincaré, Hilbert, Von Neumann, en- Figura 2. Um robot mével dqsloca-se d‘o
oL ponto p para o ponto fno meio de obsta-
tre outros — deram contribuigdes sig-  ¢ylos representados por poligonos. Qual

nificativas para a geometria). o seu “grifico de visibilidade™? Qual o
caminho mais curto?

e A utilizacdo de diagramas e modelos
concretos, como auxilio na constru-
¢ao conceptual da geometria, deve ser intensificada.

* Deve ser dada maior &nfase aos conceitos centrais da geometria, tais como
as transformagdes geométricas e os seus efeitos nos conjuntos de pontos,
nos conceitos referentes a distincia, & superficie, etc.

e Devem ser encorajados o pensamento e o raciocinio visuais (uso de dia-
gramas e modelos como modos de pensamento matemadtico e resolugdo
de problemas).

e Devem ser trabalhados dominios nos quais seja possivel fazer experiénci-
as em matemdtica (por exemplo, bolas de sabdo, pavimentacdes, estudo
de simetrias com espelhos, etc.).

Este conjunto de recomendagdes inclui grande parte do pensamento
contemporéneo sobre o que deve ser um ensino renovado da geometria.
Mas, para além disso, concretiza e desenvolve, nomeadamente no campo
das conexdes da geometria com a ciéncia ¢ a tecnologia actuais, propos-
tas de cardcter geral que tém sido apresentadas noutras publicactes —
por exemplo nas Normas do NCTM e nas suas Adendas relativas a
geometria®. Este aspecto torna-se ainda mais claro com a leitura de
outros textos incluidos nas actas da reunifio, e resulta certamente da
presenca nesta reunifio de alguns dos melhores especialistas nos temas
referidos.

Desta forma, resultou desta reuniio um programa estratégico para a
renovacio do ensino da geometria, que tem por base a situaciio concreta
das escolas e universidades dos Estados Unidos.

Nenhuma reflexdo deste tipo foi feita ainda em relagio ao ensino da
geometria em Portugal, e ousariamos dizer que a andlise pessimista que
¢ feita sobre a vitalidade e actualidade do ensino da geometria nas
universidades americanas se confirmaria e acentuaria relativamente as
portuguesas. E necessario iniciar, mesmo num nivel menos ambicioso,
uma tal reflexdo entre nés. Tentaremos descrever com brevidade, nas
proximas secgdes deste capitulo, o que foi o passado recente no ensino
da geometria em Portugal e qual a situacdo concreta em que nos encon-
tramos no momento presente.
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A situacdo antes da
Matemcditica Moderna

2. A Matemadtica Moderna e o ensino da geometria

Podemos dizer que nas vésperas do chamado movimento da Matemética
Moderna (M.M.), o curriculo de geometria dos liceus tinha duas compo-
nentes principais: as constru¢des geométricas e o estudo da geometria
euclidiana — no estado exacto em que Euclides a deixara —, no plano e
no espaco.

Nas construgdes geométricas determinavam-se alguns lugares geométri-
cos e faziam-se célculos algébricos com segmentos. Neste cdlculo com
segmentos aprendia-se a calcular o produto e quociente de dois segmen-
tos, o segmento meio proporcional entre dois segmentos, o inverso de
um segmento, e a raiz quadrada de um segmento (fig. 3). Diga-se desde
j4 que esta parte da geometria, nas maos de alguns professores, tornava-
se pretexto para actividades interessantes de resolugio de problemas.
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Figura 3. Operagdes com segmentos.

O estudo da geometria de Euclides consistia numa tentativa de levar os
alunos (dos 12 aos 14 anos) a adquirir hdbitos de raciocinio rigoroso e
sistematico, préprios da matematica, dentro da tradi¢do de considerar
que a geometria seria o campo ideal para os alunos aprenderem a
demonstrar e também a apreciar a matemdtica como uma constru¢io
16gica, perfeita. Assim, eram enunciados e demonstrados nos livros de
texto dezenas e dezenas de axiomas, postulados, lemas, teoremas,
coroldrios, escolios, etc. Comegava-se no plano e, dois anos depois,
passava-se ao espago. Escusado serd dizer que a maior parte dos alunos
reagia mal a este “tratamento”, ficando a odiar a geometria para o resto
da vida.
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Figura 4. A segunda pdgina da
Géométrie de Descartes.
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Figura 5. A tradugiio portuguesa
dos Fundamentos da Geometria,
de David Hilbert.
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Este programa de geometria poderia ter sido ensinado no séc. XVIIIL. De
resto, as construgdes geométricas — a parte mais interessante do progra-
ma — correspondiam as primeiras pédginas do livre premier da
Géométrie de Descartes: Des problémes qu’on peut construire sans y
employer que des cercles et des lignes droites’. Quanto ao estudo da
geometria de Euclides, perpetuava todas as insuficiéncias dos Elementos,
ignorando completamente as criticas do fim do séc. XIX e do inicio do
séc. XX.

Em 1942 foram traduzidos para portugués, por Maria do Pilar Ribeiro e
José da Silva Paulo, os Fundamentos da Geometria de David Hilbert,
publicados pela primeira vez em alemdo 15 anos atrds. Nesse livro
Hilbert assentava a geometria euclidiana em bases sélidas, completando
muitas lacunas que a andlise critica do século XIX tinha detectado na
obra de Euclides. Nomeadamente, era claramente explicada a necessida-
de de escolher alguns termos da geometria, no caso “ponto”, “recta” e
“plano”, como primitivos, ou seja, de os aceitar sem defini¢iio. Apesar
disso, manuais de geometria portugueses insistiam ainda em definir “a
maneira de Euclides”, nos anos cinquenta, esses mesmos termos. Por
outro lado, na profusdo de axiomas e teoremas apresentados, muitas
demonstracdes apresentavam caracteristicas daquilo a que entiio se
chamava “pescadinhas de rabo na boca”, pois 0s axiomas e teoremas de
uma pégina transformavam-se, respectivamente, em teoremas e axiomas
noutra pagina mais a frente. Era desta forma que se queria ensinar os
alunos a raciocinar rigorosamente!

Outro tema ignorado da geometria escolar, antes da M.M., eram as
geometrias ndo-euclidianas. Este tema poderia e deveria ser abordado
nos tltimos anos da escola secunddria, mas é preciso notar que nestes
anos a geometria sintética desaparecia dos programas, e apenas ficava a
geometria analitica. O ensino da Matematica afunilava-se, podendo
dizer-se que os objectivos de preparacdo para os estudos superiores
decidiam da inclusdo ou ndo dos temas nos anos terminais do ensino
secunddrio. E como o objectivo era a preparacido para o célculo
infinitesimal, a Gnica geometria importante era a geometria analitica.

Esta era em tracos muito gerais a situagdo em Portugal do ensino da
geometria, antes do movimento da M.M..

No estrangeiro, vinha decorrendo desde os anos 20 um grande debate
sobre o programa de geometria para o nivel secunddrio. O isolamento
cientifico em que Portugal vivia, devido a situag¢do politica, ndo facilita-
va a participa¢do dos matemdticos portugueses nessas discussdes. No
entanto, 0 movimento matemdtico que se desenvolveu, durante os anos
37-47, em torno de Aniceto Monteiro, Ruy Luis Gomes e Bento de Jesus
Caraga, e a criagdo da Gazeta de Matemdtica, permitiram que as ques-
toes do ensino da Matemdtica fossem discutidas entre nés.® Nomeada-
mente, em 1947, Sebastido e Silva, entdo bolseiro em Itdlia, traduziu



I = Passado recente e futuro do ensino da geometria

GAZETA

DE

MATEMATICA

M 33

Figura 6. Capa do nimero 33 da
Gazeta de Matemdtica.

A infervencdo da
Matemdtica Moderna

para a Gazeta (n° 33, Agosto de 47), um artigo de Emma Castelnuovo
intitulado “Um método activo no ensino da geometria intuitiva.” Neste
texto a autora verbera o facto do ensino de geometria ser feito “as
avessas”, com as defini¢des precedendo a pritica, resultando daqui que
“o aluno deve primeiro fazer o esforco de conceber as ideias abstractas,
e, depois de ndo as compreender, fazer as respectivas aplicagdes.” Emma
Castelnuovo propde um novo tipo de abordagem, em que substitui “um
método descritivo por um método construtivo” com passagem do concre-
to ao abstracto, do complexo ao simples, e portanto ordenagio do curso
segundo o desenvolvimento histérico.” Uns anos depois, em 1953, de
novo Emma Castelnuovo publica na Gazeta um artigo sobre “I Films di
geometria di Jean Louis Nicolet.”” A propésito dos filmes de Nicolet,
defende que se tenha a coragem de ir contra a beleza estética do tratado
de Euclides, introduzindo na escola o movimento, que resulta do princi-
pio da continuidade de Poncelet. Na descricio que faz das
potencialidades educativas daqueles filmes, Emma Castelnuovo parece
descrever, com uma antecipagao de quatro dezenas de anos, as caracte-
risticas do moderno software para geometria dinAmica (Cabri e
Sketchpad).

Este foi o escasso reflexo em Portugal do debate sobre o ensino da
geometria que existia a nivel internacional e que estd descrito num
relatério da Unesco de 1973.% A principal questdo em discussdo dizia
respeito a substituicio da apresentag@o cldssica da geometria através da
axiomdtica de Euclides (revista por Hilbert): devia ser dada prioridade a
estrutura afim ou a estrutura métrica? Os defensores da primeira opgio
salientavam, entre outras vantagens, que a geometria afim, do ponto de
vista axiomadtico, era mais simples e conduzia mais rapidamente a
estrutura de espago vectorial (era a tendéncia estruturalista, promotora da
integragfio rdpida na organiza¢ido que propunham para a matematica). Os
que privilegiavam a via métrica estavam sobretudo preocupados pelo
facto da geometria afim ser uma estrutura relativamente pobre, que
limitava o desenvolvimento da imaginacdo e da intui¢do nos alunos e
eliminava o estudo de problemas envolvendo medidas, “interessantes e
enriquecedores para o pensamento dos alunos entre os 12 e os 15 anos”.
Como veremos no ponto seguinte, os promotores da via afim e vectorial
para a geometria acabaram por sair momentaneamente vitoriosos no seio
da M.M.. Mas a via métrica continua a ter defensores ainda hoje.’

A critica que os promotores da M.M. fizeram da situacdo do ensino da
geometria foi violenta, mas deve considerar-se justa, em grande parte,
No Semindrio de Royaumont, em 1959, Dieudonné verbera “a maneira
como hoje se ensina o principio da geometria, com séries de ‘definicdes’
que ndo definem nada e de pseudo ‘demonstragdes’ que ndo podem
resistir a andlise 16gica”.'” E acrescenta:

Julga-se desonroso ndo poder apresentar aos alunos uma teoria completamente
dedutiva a partir dos axiomas fundamentais; como isto é muito dificil para o
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Figura 7. O fasciculo de resulta-
dos de um dos livros de Bourbaki,
Topologie Générale, publicado em
1953.

nivel elementar, pensa-se ser preferivel passar a uma escroguerie intelectual
em vez de reconhecer francamente a situacdo.

[...] pela minha parte, ndo vejo o que haja de mal ou desonroso partir de uma
premissa que pode ser uma proposicio complicada, desde que seja possivel
demonstrar sem erros 16gicos que a proposi¢iio em questio implica uma outra;
nio apenas isso seria muito mais instrutivo, como mostraria & luz do dia a
natureza da dedugdo légica e o seu cardcter relativo, muitas vezes encoberto
devido 4 maneira como se fazem confusdes com a nogio metafisica de ver-
dade.

Na mesma intervengdo, Dieudonné chega a defender o apelo a intuigéo
nos primeiros tempos do ensino da geometria:

[...] nfio se pode desenvolver com proveito uma teoria sob forma axiomdtica
enquanto o aluno ndo esta familiarizado com as questdes a que ela se aplica,
trabalhando algum tempo numa base experimental, ou semi-experimental,
fazendo constantemente apelo a intuigdo.

[...]

Quanto A geometria, sei que recentemente se fizeram muitas investigagoes e
experiéncias nos meios pedagdgicos (em particular na Bélgica) sobre os
métodos permitindo ensinar a geometria, por assim dizer, como um capitulo
da fisica. Penso que estas iniciativas se devem encorajar bastante, desde que
se privilegiem, niio os brinquedos artificiais como os tridingulos, mas as no-
¢Bes fundamentais, como as simetrias, translagdes, produtos de transforma-
¢oes, etc.

No entanto, Dieudonné afirma franca e expressamente que a sua preocu-
pacdo é exclusivamente a preparagdo dos alunos para os estudos univer-
sitdrios. E nesse prisma acabaria por propor um modelo de axiomatica,
baseada na nogdo de espago vectorial, para o estudo da geometria. Esta
atitude e esta proposta sdo caracteristicas do posicionamento da M.M.,
decorrentes do facto dos seus promotores provirem na sua totalidade do
meio universitdrio e da concepg¢io estruturalista da natureza da matema-
tica, devido 2 influéncia do grupo Bourbaki, dominante naquela época.

As consequéncias das ideias da M.M. no ensino da geometria variaram
de pais para pais, conforme foram levadas mais ou menos a letra. Em
Portugal, enquanto a M.M. se limitou as turmas experimentais do Gltimo
ciclo do ensino liceal, nada de grave se passou. De resto, Sebastido e
Silva defendia frequentemente a importincia da visualiza¢do e do
desenvolvimento da intuicdo geométrica nos alunos. No entanto, com o
decorrer do tempo, quando a reforma da M.M. foi generalizada para o
ciclo preparatério e para o curso geral unificado, e sobretudo com a
morte prematura de Sebastido e Silva, a situacdo do ensino da Matemati-
ca em geral entrou numa fase de degradagdo profunda.

No caso da geometria, a situago ainda se tornou mais grave devido a
uma conjugac¢io de factores:

 aauséncia de lugar para a geometria no edificio bourbakista da mate-
matica, a ndo ser como subproduto ou “parente pobre” da dlgebra
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linear; o proprio relevo que muito justamente a M.M. queria atribuir as
transformacdes geométricas perdeu-se com a abordagem formal, como
aplicagoes, que foi adoptada, fazendo tibua rasa do seu eminente
cardcter intuitivo;

* as actividades interessantes de geometria — como as construcoes
geométricas — foram a certa altura transferidas para a Educagio
Visual, onde sdo encaradas naturalmente sem qualquer perspectiva
matemdtica, pelos respectivos professores, e sem que em geral exista
qualquer trabalho interdisciplinar com a Matematica;

* 0 estatuto menor da visualizacao na actividade matemaética dos alunos e
no eixo central da aprendizagem da Matemadtica — aritmética — édlge-
bra — anélise:

* amemoria de uma experiéncia negativa que muitos professores guarda-
vam do ensino axiomdtico da geometria, tornando desejavel um papel
reduzido da geometria no curriculo de Matematica.

Assim, lentamente, a geometria foi na pratica desaparecendo do curricu-
lo implementado pelos professores. Esse desaparecimento ndo se tornava
notado, pois nos estudos subsequentes, ¢ em particular no secunddrio, ou
mesmo no superior, “a geometria ndo fazia falta para nada”. Em
consequéncia, geragdes de alunos — muitos deles actuais professores de
Matematica — atravessaram o ensino de Matematica tendo como tnicos
contactos com a geometria elementar o teorema de Pitdgoras e algumas
formulas para o cilculo de dreas e volumes. Para os alunos que prosse-
guiam estudos universitdrios, a auséncia de uma base experimental de
visualizagio e de trabalho com modelos tridimensionais tornava em geral
seco e estéril o estudo formal da dlgebra linear em R", da geometria
diferencial ou da topologia.

Este processo de reducgfo do papel da geometria no ensino da Matemati-
ca, em Portugal, decorreu fundamentalmente ao longo dos anos 70 e 80.
Entretanto, noutras paragens, algumas experiéncias e reflexdes sobre o
ensino da geometria iam preparando o seu regresso. Delas nos ocupare-
mos na préxima secgio.

3. O regresso da geometria

Hans Freudenthal (1905-1990) foi, sem diivida, a personalidade que
maior influéncia desempenhou no regresso da geometria, como tema
fundamental, & matemdtica escolar. Tendo dedicado os primeiros anos da
sua vida activa, como matematico, a investigacdes em topologia, nomea-
damente na sua tese de doutoramento e como assistente de Brower'!, as
suas preocupagOes quanto ao estado da educaciio matematica vao sempre
crescendo e a partir de 1948 resultam numa intensa actividade, tanto no
que diz respeito a publica¢cdes como a intervengdo em organizacdes
internacionais. Freudenthal era um verdadeiro “homo universalis”, como
foi chamado pelo presidente da Universidade de Utrecht nas ceriménias
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' Hans Freudenthal

Figura 8. Capado livro The Legacy
of Hans Freudenthal, editado por
Leen Streefland, do Instituto
Freudenthal.
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de abertura do Instituto Freudenthal, um ano depois da sua morte.
Josette Ada resume exemplarmente a sua personalidade no pardgrafo
seguinte:

A sua cultura nfio tinha fronteiras e lutou sempre (em vdrias linguas) contra
o0 obscurantismo. Os seus pensamentos e trabalhos distribuiram-se por mui-
tas direccOes complementares: matemética, histéria da matemdtica, educa-
¢io matemdtica, filosofia... Trabalhou para abrir a educacdo matemdtica para
todos e nunca diminuiu a exigéncia intelectual de um grande pensador cien-
tifico. Mas foi também um homem de acgio e teve uma grande influéncia
no desenvolvimento da educagiio matemadtica, ndo apenas na Holanda mas
em todo o mundo.'?

O texto mais completo de Freudenthal sobre o ensino da geometria
constitui um dos capitulos do seu livro Matematics as an Educational
Task, publicado em 1973. O titulo do capitulo € The case of geometry

(“o caso da geometria”) e as questdes principais sdo expostas logo nos
primeiros pardgrafos, que ndo podemos deixar de transcrever:

Durante muito tempo matemdtica foi sinénimo de geometria. De facto, sem-
pre existiram também outros ramos — dlgebra, trigonometria, cdlculo — que
contudo quase ndo passavam de colecgdes de regras ndo fundamentadas, es-
colhidas ao acaso, enquanto a geometria era um sistema conceptual perfeito,
onde as afirmagdes resultavam rigorosamente umas das outras e finalmente
tudo das defini¢des e axiomas. Embora outras técnicas fossem mais eficien-
tes, a geometria era a verdade genuina. Mas a alta estima que era atribuida a
geometria foi desaparecendo. Os sistemas axiomdticos de Pasch e Hilbert
revelaram muitas falhas na geometria cldssica. Por outro lado as axiomaticas
do tipo das de Pasch-Hilbert eram tdo complicadas que o que se podia fazer
era 1é-las ou fazer investigagfo sobre os fundamentos a propdsito delas, mas
ndo era possivel fazer geometria no seu interior ou, em qualquer caso, ensi-
nar geometria com elas.

Noutros tempos, a geometria ndo era apenas uma poderosa pega de ciéncia
dedutiva; era o0 mais antigo e divulgado exemplo de diddctica. A primeira
licio que ficou registada foi a lico experimental que Socrates deu ao escra-
vo de Meno diante deste, embora o relato de Platio possa ser fic¢do. Nio se
tratou de acaso o facto do contetido da licdo de Sdcrates ter sido geometria.
Ainda hoje a geometria seria um excelente tema para o método socritico e
para a reinvengdo; a este respeito apenas € igualada pelas probabilidades.

A estrutura dedutiva da geometria tradicional ndo foi apenas um sucesso
didactico. Existem actualmente pessoas que acreditam ter a geometria falha-
do por nio ter sido suficientemente dedutiva. Na minha opinido, a causa foi
antes o facto da dedugdo ndo ser ensinada como reinvengdo, como fez
Sécrates, mas sim imposta ao aluno. De qualquer modo, algumas pessoas
defendem e promovem actualmente a abolicdo da geometria. Entre aqueles
que deveriam abrir 2 juventude as portas da sua heranga cultural, existem
alguns que alegremente deitariam a geometria no incinerador cultural. Os dias
da geometria tradicional estdo contados, se porventura ainda existe em al-
gum lugar. O que se lhe seguird? Esta questdo urgente justifica o titulo deste
capitulo. O “caso da geometria” — foi condenada 4 morte, mas terd tido um
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Recomendamos sobretudo a leitura da
primeira parte (pdg. 401 a 409) e tam-
bém das pdginas 446 a 462.

julgamento imparcial? Foi condenada justamente ou devido a provas falsas?
Teve o réu advogado de defesa? Ndo devera ser reaberto o processo?

Se existem hoje motivos para preocupagio acerca do futuro do ensino da
geometria e mesmo para recear que a geometria possa desaparecer do curri-
culo, os primeiros culpados sio aqueles que, activa ou passivamente, resisti-
ram a inovagdo no ensino da Matemdtica. As vozes daqueles que defendiam
a renovagdo nio foram ouvidas. O grupo mais perigoso era constituido por
aqueles que acreditavam que podiam salvar a velha geometria reforcando a
sua estrutura dedutiva; tarefa votada ao fracasso, sem divida. Geometria ndao
¢ apenas deducio.

Ao longo do capitulo, Freudenthal apresenta, através de descricdes de
cursos concretos, de miltiplos exemplos e de comentdrios, algumas das
principais orientagdes que propde para a renovacio no ensino da geome-
tria. Como era habitual em tudo o que Freudenthal escrevia, ndo se trata
de um texto com uma estrutura rigida, mas antes de uma teia muito rica
de comentarios e observagdes que, de modo sobretudo implicito, levam
cada leitor a construir a pouco e pouco uma visdo clara e profunda sobre
o ensino renovado da geometria. Assim, ndo se conseguem retirar
receitas das posi¢des de Freudenthal, mas cada um € estimulado a
procurar por si caminhos para concretizar aquela visdo. Numa palavra,
nada pode substituir a leitura deste magnifico texto. O que se apresenta
nos pontos seguintes € apenas uma espécie de guia de leitura, sublinhan-
do e comentando alguns topicos do texto.

a) O que é a geometria?

Geometria € “compreender o espago”. Compreender o espago “em que a
crianga vive, respira, se move. O espago que a crianga deve aprender a
conhecer, explorar, conquistar, de modo a poder af viver, respirar e
mover-se melhor.”

Freudenthal coloca uma longa série de questdes que se levantam nessa
investiga¢ao do espaco. Eis as primeiras quatro:

» Porque razdo uma folha de papel se dobra ao longo de uma recta?

* Porque razdo uma folha de papel enrolada se torna rigida?

» Porque razdao um né feito com uma tira de papel resulta num pentdgono
regular (fig. 10)?
* Qual € a origem das sombras?

Figura 9. O que é uma linha recta?"?
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b) Objectivos do ensino da geometria

Freudenthal salienta como o critério
pragmatico, da utilidade, relevante em
outras dreas da matemadtica, falha
inteiramente na geometria, onde esse
critério reduziria o programa de
geometria a um pequeno grupo de
teoremas como o de Pitdgoras, e
algumas férmulas para o cilculo de
perimetros, dreas e volumes.

Figura 10

A geometria presta-se, mais do que outros temas, para a aprendizagem
da matematizagio da realidade e para a realizacdo de descobertas, que
sendo feitas também “com os proprios olhos e maos, sdo mais convin-
centes e surpreendentes”.

A geometria tem ainda capacidade também para fazer as criancas sentir,
a partir da necessidade l6gica das suas conclusodes, “a forca do espirito
humano, ou seja, do seu préprio espirito.”

Figura 11. Porque aparecem estas sombras?"

c¢) Partir do espaco, manipular, construir

Uma boa parte do texto de Freudenthal ¢ dedicada & apresentacio e
comentdrio de cursos de geometria e trabalhos de Dina van Hiele e de P.
J. van Albada.

Grande parte destes cursos consistiam em trabalho experimental dos
alunos, no sentido da matematica e néo da fisica. Isto €, procediam
como os matematicos nas suas investigacdes, formulando conjecturas e
tentando justificd-las. Outra caracteristica destes cursos ¢ o facto dos
alunos utilizarem materiais concretos muito diversos e o0 espago ser o
ponto de partida. No curso de Dina, depois do estudo do cubo, do
tetraedro e do octaedro, incluindo as suas planificacdes e construgdes,
comeca a ser tratado o tema da simetria (no sentido geral de transforma-
cdo que deixa invariante uma dada figura, nfio apenas no sentido de
simetria bilateral). E passa-se as pavimentagOes, um tema que durante
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Abordaremos com maior detalhe este
ponto da organizacdo local da geome-
tria no capitulo VII, Formaliza¢do

meses vai ocupar os alunos. Mais tarde, num movimento proprio de
quem pretende seguir o trajecto espago —plano —espago, volta-se a
abordar o cubo, a sua dissec¢io em pirdmides quadrangulares, relagdes
entre volumes, etc.. O cubo volta a ser reconstruido a partir das seis
pirdmides.

O curso de van Albada ndo é menos original: espago e plano sempre
interligados, utilizagio da geometria descritiva, constru¢do de sombras ¢
projecgdes, construgiio de modelos, geodésicas em cones e cilindros.

Tudo isto era revoluciondrio na época em que foi realizado. Ao descre-
ver estas experiéncias, Freudenthal quer salientar, entre outros pontos
importantes, os dois seguintes:

 anecessidade de dar tempo e oportunidade ao aluno para organizar as
suas experiéncias espaciais; isto significa que ndo deve ser apresentada
ao aluno uma organizagiio preconcebida pelo professor ou pelo autor do
manual, ji toda completa, com todos os conceitos, defini¢des e dedu-
¢oes;

* aconveniéncia de proceder a pequenas organizagdes locais da geome-
tria; isto significa que em vez de se pretender apresentar ao aluno uma
(pseudo) organizagdo global da geometria, um sistema axiomatico
completo, o que deve ser proporcionado aos alunos sdo experiéncias de
organizacio local, em que um pequeno nimero de resultados conjectu-
rados por eles sejam, por meio de curtas dedugdes, interligados
logicamente.

A influéncia de Freudenthal na comunidade da educagio matemadtica nido
deixou de crescer depois da publicacdo do livro a que nos estamos a
referir. A traducdo para inglés das obras dos seus discipulos van Hiele
foi decisiva na expansiio das suas ideias na América do Norte, embora
por vezes reduzidas a uma visdo pouco flexivel do modelo dos “niveis
de compreensido em geometria” dos van Hiele, e com uma divulgagéo
limitada da abordagem diddctica de Dina van Hiele, o aspecto mais
interessante dos seus trabalhos.

O modelo van Hiele consiste na identificagdo de cinco niveis de compre-
ensdo na aprendizagem da geometria: “visualiza¢do”, “andlise”, “dedu-
c¢io informal”, “deducdo formal” e “rigor”. Os alunos, de acordo com a
sua maturidade geométrica, estdo num destes niveis de compreensio, e
com o apoio de um ensino apropriado  sua situagdo, podem passar
sequencialmente para os outros niveis superiores. Pode também aconte-
cer, de acordo com os autores deste modelo, que um ensino apropriado a
um nivel superior ao do aluno possa impedir o aluno de progredir na sua
compreensdo da geometria.'

Se por um lado 0 modelo dos niveis dos van Hiele veio lancar luz sobre
as diferengas reais existentes entre os alunos relativamente a geometria e
auxiliar os professores a lidar com elas, por outro pode dar lugar a
interpretagdes estreitas e prejudiciais.
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As Normas do NCTM

A propria interpretagdo de Freudenthal acerca dos niveis sempre foi
diferente da dos van Hiele, como afirma na sua ultima obra:
Soube sempre que os meus niveis diferiam dos dos van Hiele e salientei isto

em muitas ocasides; os meus niveis sdo relativos e ndo absolutos. Mas tenho
que admitir que nunca senti essa diferenga tdo claramente como agora.'

Nivel 0 (nivel bdsico): Visualizacio

Neste nivel inicial, os alunos estiio conscientes do espago apenas como alguma coisa
que existe em torno deles. Os conceitos geométricos sio vistos como entidades to-
tais e ndo como tendo atributos ou caracteristicas.[...]

Nivel 1: Andlise

Comega uma andlise dos conceitos geométricos. Por exemplo, através de observagio
e experimentagio os alunos comegam a discernir as caracteristicas das figuras. [...]
Nivel 2: Deducio Informal

Os alunos sio capazes de estabelecer relagdes entre propriedades relativas a uma fi-
gura (por exemplo, num quadrildtero, se os lados opostos sfio paralelos entfio os in-
gulos opostos sio iguais) ou entre figuras (um quadrado é um rectéingulo porque tem
todas as propriedades de um rectéingulo). [...]

Nivel 3: Deducdo Formal

Neste nivel, o significado da dedugiio, como modo de estabelecer a teoria da geome-
tria no interior de um sistema axiomatico, é compreendido. A relagio entre os ter-
mos indefinidos, os axiomas, postulados, defini¢es, teoremas e a demonstracio, bem
como o papel de cada um, sdo compreendidos.

Nivel 4: Rigor

O aluno € capaz de trabalhar em diversos sistemas axiomaéticos e assim as geome-
trias ndo-euclidianas podem ser estudadas, e sistemas diferentes podem ser compa-
rados. A geometria € vista como uma abstracgio.

Figura 12. Os niveis de van Hiele

A publicacio em 1989 das Normas para o Curriculo do NCTM consti-
tuiu um marco essencial no movimento de recuperagio da geometria
como tema relevante da matemadtica escolar. A sua importincia consiste
em ter concentrado, num documento revelando grande maturidade, todo
um movimento de rejei¢do da situaciio em que se encontrava o ensino da
matemadtica depois dos anos da M.M.. Sendo assim, naturalmente, este
documento reflecte o crescendo de interesse e de experiéncias de ensino
da geometria que caracterizou a parte final dos anos 80, e propde nas
normas dedicadas a geometria uma visdo renovada do ensino deste tema.

Para além das alteragbes metodolégicas que caracterizam a visdo do
ensino da Matemdtica veiculada pelas Normas, sio feitas propostas, no
caso especifico da geometria, de alteracdo dos programas tradicionais no
sentido de dar maior relevo aos pontos seguintes:

* compreensdo dos objectos geométricos e suas relagdes, e utilizagdo da
geometria na resolucdo de problemas;

e integra¢do da geometria em todos os temas e em todos os anos de escola-
ridade;
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Figura 13. As Normas do NCTM

Os autores das Adendas séo:

Geometry and Spatial Sense — John del
Grande e Lorna Morrow

Geometry in the Middle Grades —
Dotothy Geddes et al

Geometry from Multiple Perspectives —
Arthur Coxford et al

NORMAS

PARA O CURRICULO E A AVALIAGAQ
EM MATEMATICA ESCOLAR

COLECCAO DE ADENDAS
ANOS DE ESCOLARIDADE 9-12

a HILHVAE v Vid

Figura 15. Uma adenda traduzida
em portugués: Geomeltria a Par-
tir de Multiplas Perspectivas

e abordagem da geometria por intermédio das coordenadas e das transfor-
magdes geomélricas;

* desenvolvimento de curtas sequéncias de teoremas (retomando portanto
as ideias de Freudenthal sobre a organizagdo local da matemdtica);

* argumentos dedutivos expressos oralmente ou por frases ou pardgrafos
escritos;

* exploragdes em computador de figuras bi e tridimensionais;

* geometria no espago;

* aplicagdes ao mundo real e modelacio.

Ao mesmo tempo o NCTM recomenda que se dé menos atencio a certos
topicos (por exemplo, geometria de Euclides como sistema axiomético
completo), que a geometria analitica ndo seja tratada como tema isolado
e que sejam evitadas as demonstra¢bes “a duas colunas”.

Estas recomendagdes significavam uma mudanga profunda, sobretudo
nos Estados Unidos, em que a geometria era dada durante um ano
inteiro (correspondente ao 10° portugués), de acordo precisamente com
aquilo que o NCTM propunha que fosse progressivamente extinto.

Nas Adendas as Normas sobre geometria que foram publicadas nos anos
seguintes — Geometry and Spatial Sense (niveis de escolaridade K-6),
Geometry in the Middle Grades (5-8) e Geometry from Multiple
Perspectives (9-12) — esta tendéncia foi concretizada e intensificada.
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Figura 14. Duas adendas dos Standards

O Yearbook do NCTM de 1987, intitulado Learning and Teaching
Geometry, K-12, organizado por M. M. Lindquist, tinha sido um passo
na mesma direc¢io, embora de efeitos e repercussdo mais limitados,
segundo parece. Nas revistas do NCTM tém sido publicados nos tltimos
anos numerosos artigos sobre geometria e o ensino da geometria,
desenvolvendo as recomendagdes das Normas e das Adendas.

Fora do dmbito do NCTM e ndo apenas nos Estados Unidos, o movi-
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mento de regresso da geometria tem vindo a acentuar-se, através da
publicagiio de livros, novos materiais e software para o ensino da geome-
tria, de indimeras reunides de diversos tipos e do langamento de projec-
tos. Entre estas iniciativas, salientamos:

* quanto a software — envolvendo quase sempre uma filosofia prépria
para a abordagem do ensino da geometria —, os programas LOGO de
Seymour Papert (a partir de 1980), The Geometric Supposer, CABRI-
géométre, e The Geometer’s Sketchpad ;'°

* no que diz respeito a reunides, para além daquelas destinadas a discutir
a utilizacio de determinado software, como por exemplo os grandes
meetings sobre 0 LOGO realizados nos Estados Unidos em 84 e 86,
podemos referir:

» 0 encontro sobre poliedros Shaping Space: a polyhedral approach,
realizado em Abril de 1984 no Smith College, nos Estados Unidos, com
a participagdo de numerosos geémetras, professores e alunos da
Ameérica do Norte;!”

* 0s topic e working groups de geometria nos ltimos ICME’s (1988-
Budapeste, 1992 - Quebec, 1996 -Sevilha);

* 0s workshops e conferéncia final (Verdao de 1997) do projecto de
geometria de S. Olaf (ver mais abaixo);

* 0 semindrio Geometry’s Future, organizado pelo COMAP (Consor-
tium for Mathematics and its Applications) em Margo de 1990, a que
fizemos referéncia no inicio deste capitulo;

 quanto a projectos, podemos nomear 0s seguintes:

* 0 University of Chicago School Mathematics Project, orientado por
Zalman Uziskin, e que publicou manuais inovadores, entre os quais
Geometry;

 The Connected Geometry: um projecto de desenvolvimento curricular
que inclui a produgdo de materiais interligando a geometria com outros
temas da matemdtica escolar;'®

* O projecto Vertically-Integrated, Inquiry-Based Geometry, a project to
transform 6-12 mathematics, com a duragio de trés anos e destinado
aos professores do ensino secundério visando a transformagéo do
curriculo de matematica — em particular da geometria —, e tendo por
centro o 8t. Olaf College;

* 0 Visual Geometry Project, um projecto dirigido por Eugene Klotz do
Swarthmore College e por Doris Schattschneider, do Moravian College,
que produziu excelentes materiais para o ensino da geometria, como
The Platonic Solids ¢ The Stella Octangula, e ao qual se deve também a
concepgio do programa The Geometer’s Sketchpad,

« um projecto dirigido por Jean Marie Laborde do Institut d’Informa-
tique et de Mathématiques Appliquées IMAG de Grenoble, que produ-
ziu vdrias versdes do programa Cabri Géomeétre;
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Figura 16. The Visual Mind: Art
and Mathematics.

Geometria antes
da ultima reforma

* 0 grupo de trabalho Learning/Teaching of Geometry, orientado por
Richard Leher, do National Center for Research in Mathematical
Sciences of Education.

Nao podemos deixar também de salientar a importincia que estao a ter,
na difusdo das novas ideias sobre o ensino da geometria, 0s numerosos
sites da Internet dedicados & geometria e ao seu ensino, entre os quais
destacamos o pioneiro The Geometry Forum (transformado em 1995 em
The Math Forum, mas ainda com uma larga preponderincia de materiais
e grupos de discussdo sobre geometria) e 0o Geometry Center da Univer-
sidade de Minnesota, famoso pelos seus materiais interactivos, produgo
de software, cursos e semindrios.'”

A edigdo de livros sobre geometria ou sobre os aspectos visuais da
matemadtica, e das relacdes da matemadtica, nomeadamente da geometria,
com a arte, tem-se expandido ultimamente. A revista Leonardo, da
Pergamon Press, publicou em 1992 um niimero especial sobre o tema
Visual Mathematics, tendo convidado Michele Emmer, especialista nas
relacdes entre matemadtica e arte, para o organizar. O mesmo Michele
Emmer* organizou um outro livro, editado pela MIT Press, com o titulo
The Visual Mind: Art and Mathematics.

Assim, o movimento de regresso da geometria é um facto inequivoco no
panorama mundial da matemadtica e do seu ensino, pesem embora as
grandes diferencas existentes entre os varios paises, frequentemente com
tradi¢des escolares muito dispares. Caracteriza-se neste momento por
uma grande vitalidade no que diz respeito a iniciativas e propostas, as
quais vao surgindo naturalmente, de forma nfo sistematica, e com niveis
de qualidade e maturidade muito diversificados. Neste contexto, como
podemos situar o ensino da geometria em Portugal? Que rumo deverd,
ou poderd, tomar? E o que tentaremos ver no préximo ponto.

4. O caso portugués

Até a ultima reforma dos programas, no inicio dos anos 90, a evolucéo
das ideias relativas ao ensino da geometria que descrevemos acima teve
consequéncias diminutas na situagfio portuguesa. Durante os anos 70 e
80 os programas de Matematica sofrem vdrias remodelacdes e ajusta-
mentos, mas ndo s6 a geometria ndo é muito beneficiada com estas
alteragGes, como estas sdo sempre de pouca duracio e sem um plano
claro de conjunto.

Os aspectos intuitivos da geometria e a predominincia da geometria no
espaco chegam a ser propostos®!, a0 mesmo tempo que se comeca a
compreender os inconvenientes de assimilar a geometria a um capitulo
da dlgebra linear. Mas estas tentativas sdo pouco persistentes € nio
chegam sequer a ter consequéncias concretas nas alteracdes dos progra-
mas e muito menos na sala de aula. Além disso, ndo correspondem a
uma base de pensamento metodoldgico sobre o ensino da geometria, que
parece estar ausente das preocupagdes dos reformadores da época.
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Deve referir-se, no entanto, que tentati-
vas de contactos com pontos de vista
inovadores, do ponto de vista da
metodologia do ensino da Matemditica,
continuam a ser feitos. Por exemplo, em
1983 vem a Portugal, para um semind-
rio de dois dias no Instituto Superior
Técnico, Emma Castelnuovo, acompa-
nhada por Daniela Gorigiorgi.
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Figura 17. Actas do semindrio
Une Mathématique Dynamique/
Rélations avec la Réalité

Assuciaeio de Professores de Vistematica

0 GEOPLANO
NA SALA DE AULA

Fundes Susiging
Jose Mamdl Matos

295810 1988

Figura 18. Capa do livro O Geo-
plano na sala de Aula, de Lurdes
Serrazina e José Manuel Matos.
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Quando se comeca a intensificar e a organizar o movimento para a
reforma do ensino da Matemdtica em Portugal, simbolizado pelo apare-
cimento do boletim Inflexdo, ndo sdo as questdes metodolégicas especi-
ficas dos vdrios temas da matematica escolar, por exemplo da geometria,
que sdo abordados prioritariamente. As principais linhas de forga sio
questdes transversais ao curriculo — resolucdo de problemas, utilizagio
dos computadores e calculadoras no ensino e gestdo da sala de aula.

Serd através dos computadores e da sua utilizag@o no ensino que a
geometria iniciard o seu regresso em Portugal. De inicio, nos tempos do
BASIC, ainda a aritmética e a dlgebra dominavam, como o provam 0s
programas pioneiros TRINCA-ESPINHAS e ESTIMATEMP?*”. Mas o
aparecimento do programa LOGO, de Seymour Papert, com a possibili-
dade dada aos utilizadores de darem instrucdes a tartaruga para desenhar
figuras geométricas, desencadeou um movimento crescente de interesse
pelas questdes e problemas da geometria plana. Esse movimento de
interesse ampliou-se com o aparecimento do Projecto Minerva e com a
realizacdo das Semanas do LOGO. Depois da fundacdo, em 1986, da
Associagio de Professores de Matemdtica, um novo impulso € dado pela
publicacdo de artigos (e mesmo de um niimero especial®) na sua revista
Educacdo e Matemdtica ¢ pelas numerosas sessdes praticas sobre
geometria nos encontros anuais.

Um marco importante foi a publica¢do pela APM, em 1988, de O
geoplano na sala de aula, da autoria de dois professores recém chegados
de Boston com o mestrado em Educacdo Matematica.** Além de promo-
ver a utilizagdo do geoplano, conhecido por poucos professores portu-
gueses, o livro veiculava uma metodologia inovadora de ensino da
geometria (de facto, de toda a Matemdtica), através de numerosas
propostas de actividades de investigagdo e de problemas, € dos seus
comentdrios sobre a utilizacio dessas actividades. Os materiais
manipuldveis iniciavam o seu regresso a sala de aula, movimento que
nao deixaria de se intensificar até a actualidade.”

Assim, quando no fim dos anos 80 foi lancado o processo da reforma
dos programas de Matemadtica, existiam algumas condig¢des favordveis
para que a geometria recuperasse o lugar que lhe competia no curriculo:

« uma reflexio, bem documentada, sobre a importincia e papel da
geometria num curriculo renovado de Matemética — em particular,
uma edi¢iio dos Standards do NCTM, na forma de documento de
trabalho, circulava em Portugal jd em 1988, antes da formacdo das
comissoes de redacgdo dos programas para os vérios niveis de escolari-
dade;

e um ambiente propicio ao regresso do ensino da geometria em novos
moldes — papel essencial da intuic@o, recusa da formalizagdo como
ponto de partida, importéncia dos materiais manipuldveis, utilizagdo
das novas tecnologias (grande experiéncia acumulada no Projecto
Minerva);
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Situacdo actual
no ensino bdsico

* um nimero aprecidvel de professores estava ja ganho para a importéin-
cia de um papel acrescido da geometria no curriculo de Matematica,
apesar da sua relativa falta de preparacdo cientifica e metodolégica
neste tema;

* entre os promotores activos do movimento de reforma do curriculo de
Matemdtica, o futuro ensino da geometria era identificado como uma
das questdes importantes a enfrentar — significativamente, um dos dois
convidados externos, no Seminario de Milfontes?, foi J. A. Franco de
Oliveira, a quem se pediu uma reflexdo sobre a renovacdo do ensino da
geometria (o outro tema escolhido foi o da estatistica).

Naio cabe aqui analisar as circunstincias em que foram construidos,
experimentados e generalizados os actuais programas de Matemdtica no
principio dos anos 90. Nem, dado os objectivos deste livro, fazer comen-
tarios detalhados sobre as mudancgas programdticas que sofreu o ensino
da geometria no ensino bdsico. Diga-se em resumo que:

* Os programas reflectem o movimento de regresso da geometria,
sobretudo na preocupagéo de lhe reservar maior tempo lectivo — que
chega a atingir mais de 40% em alguns casos —, e ao nivel das introdu-
¢oes gerais e das indicagdes metodologicas, em que por exemplo o
valor da intuicdo e da utilizacdo de materiais manipuldveis € realcado.

e Como era de esperar, os programas revelam a falta de uma visdo de
conjunto sobre os problemas e possiveis solugdes para o ensino da
geometria ao longo da escolaridade, o que se torna mais saliente na
forma um pouco ad hoc como os vérios tépicos se distribuem pelos
diversos anos; um exemplo gritante é a separac@o arbitrdria das trans-
formacdes geométricas: simetria no 6° ano, semelhancas no 7°, rotacdes
no 8° e translagdes no 9°...

» Nio existe estimulo positivo para a utilizacdo de computadores no
ensino de Matemadtica, tendo sido ignorada a rica experi€ncia acumula-
da no Projecto Minerva; os vagos apelos 2 utilizagio (“quando possi-
vel”) das tecnologias colocam os programas a reboque das condigdes
para a sua concretizacdo e nio o contrario, adoptando-se a velha regra
da tradi¢do napoledénica em educacdo — todos os alunos fazem obriga-
toriamente o mesmo em todo o pais, servindo desta maneira de bitola
as escolas com menos condi¢des —, uma solugdo votada a impedir o
progresso em vez de o promover. Esta ¢ talvez uma das lacunas mais
graves dos novos programas, que estando associada no tempo ao
desaparecimento do Projecto Minerva, impediu os alunos e professores
de desenvolver a utilizacdo dos computadores na aprendizagem da
geometria, precisamente numa fase em que se deu o aparecimento de
software inovador, como o Cabri-géomeétre e o Sketchpad.

¢ Naio parece ter havido a consciéncia, da parte dos autores dos progra-
mas e do Ministério da Educacio, do que implicavam, ao nivel da
formagéo de professores e da criacdo de condicGes nas escolas, as
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transformagdes propostas no ensino da geometria. Assim, apesar de um
nimero crescente de professores estar a aproveitar positivamente as
novas orienta¢des para o ensino da geometria, a amplitude deste
movimento ainda é muito diminuta.

E necessério portanto desenvolver novos esforcos e iniciativas relativa-
mente ao ensino e aprendizagem da geometria no ensino basico (em
coordenacdo com a evolugao que a este respeito se for dando no secun-
ddrio).”” Esses esforgos devem orientar-se nas seguintes direcgdes:

* Reflexdo aprofundada sobre a situacio actual e futura do ensino da
geometria em Portugal, desde o 1° ciclo do bésico até ao secunddrio.
Esta reflexdo deveria envolver professores de todos os graus de ensino,
incluindo os professores das Universidades e das Escolas Superiores de
Educagfo encarregados da formacéo inicial dos professores de Mate-
matica.

* Como resultado desta reflexdo, defini¢do de linhas de orientacdo gerais
para o ensino da geometria e para a formacio inicial e continua dos
professores de Matemdtica — elaboragdo de um ou mais documentos
especificando essas orientagdes. Estes documentos seriam uma base
para a reforma continua da parte relativa a geometria dos programas de
Matematica.

e Elaboragio de uma lista de recursos e instalagdes escolares (por
exemplo, laboratérios de Matematica) indispensaveis para se poderem
concretizar as orientagdes resultantes dos pontos anteriores.

Nas consideragdes introdutérias ao novo programa de Matemética para o
ensino secunddrio, generalizado desde 1993, afirma-se que:

A Geometria assume um papel de relevo, considerando o seu poderoso
contributo para a estruturagiio do pensamento e para a compreensio do meio.
As actividades geométricas localizam-se principalmente nas unidades do
programa denominadas Geometria Analitica e Trigonometria [...]

[.]

Considera-se 1til e formativo ampliar os conhecimentos de Geometria no
espago numa perspectiva hipotética-dedutiva antes da abordagem ao méto-
do cartesiano.?®

As opgdes reveladas nestas citagdes mostram como o ponto de partida
para este novo programa de geometria estava afastado do movimento de
renovagido de que esbogcdmos as linhas mestras em pontos anteriores.

Em primeiro lugar, a “estruturacio do pensamento” era reafirmado como
um dos dois objectivos do ensino da geometria, ao lado da compreensido
do meio. Mas este tltimo, que poderia ser assimilado & compreensdo do
espaco de Freudenthal, era depois praticamente ignorado no corpo do
programa. Restava portanto a tradi¢do de utilizar a geometria para
mostrar a matematica na sua “perspectiva hipotética-dedutiva”. A pro-
posta que era feita no programa do 10° ano consistia em partir de cinco
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axiomas para uma “introducio relativa & geometria no espaco, a qual
nao deveri ser demorada” e que, além de permitir uma visdo mais clara
do espaco, proporcionava “ao aluno algumas ideias sobre a construgdo
hipotético-dedutiva de uma ciéncia”. Apesar das tentativas dos autores de
aproximar esta geometria da realidade — com os velhos exemplos do fio
de prumo e dos bancos de trés pés —, o que ficava desta primeira parte
do programa de geometria era um conjunto de teoremas de geometria no
espago, para a demonstracdo dos quais eram necessarios precisamente,
como que por milagre, os tais cinco axiomas...

Em segundo lugar, para além desta primeira parte, a qual raramente foi
abordada pela maioria dos professores nestes poucos anos de aplicagdo

do programa, o que restava era a geometria analitica e a trigonometria,

apresentadas de acordo com a tradi¢cdo, embora evitando a formalizacdo
relativa aos espagos vectoriais.

Assim, o novo programa de Matemadtica ignorava as recomendagdes
recentes sobre a renovagdo do ensino da geometria, nomeadamente as
das Normas do NCTM, insistindo na apresentagio “hipotético-dedutiva”
e tratando a geometria analitica como tema isolado, melhor dizendo,
como tnico tépico da geometria no ensino secunddrio.

Dois anos depois do inicio da generalizagdo do novo programa de
Matematica para o ensino secunddrio, “o volume dos problemas tornou
clara a necessidade de proceder a ajustamentos desse programa.””

Diversas versdes do ajustamento foram sendo propostas e amplamente
discutidas ao longo de 1995 e a versdo definitiva foi publicada em
Janeiro de 1997, com o objectivo de substituir o programa actual a partir
do ano lectivo de 1997-1998.

Nio cabe aqui a descri¢do do processo de trabalho e discussido que
conduziu a versio definitiva do ajustamento, nem a andlise detalhada do
documento final. Diga-se apenas que 0 modo como o ajustamento foi
sendo construido constituin uma experiéncia exemplar, ao romper com a
pritica autista anterior e que o resultado final, tanto quanto é possivel
afirmd-lo antes da realizac@o concreta das suas propostas, € muito
positivo, tendo em atenc¢éo as limitagdes naturais do que se pretendia
que fosse um simples ajustamento.*

No que diz respeito a geometria, o ajustamento ndo veio naturalmente
resolver o problema de fundo das opg¢des a tomar quanto ao seu ensino
no nivel secunddrio. Nio s6 essas opcdes dependem da reflexdo a que
nos referimos no ponto anterior, e que ainda ndo foi feita entre nos,
como quaisquer transformacdes mais profundas do que aquelas que
foram adoptadas implicariam uma redistribuicdo muito mais radical dos
temas ao longo dos trés anos, e um simples ajustamento, como se
pretendia, nio comportava tal mudanca.

Assim, mantém-se deficiéncias graves no programa de geometria do
ensino secunddrio:
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Figura 20. Programas de Matemd-
tica do Ensino Secunddrio (resul-
tados do Ajustamento), publicados
em Janeiro de 1997.
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* Apesar dos esforcos feitos no ajustamento para procurar “um equilibrio
entre a Geometria por via intuitiva com a Geometria Analitica” o peso
desta no programa continua avassalador. Conhecendo a tradigio
firmemente estabelecida entre muitos professores de reduzir na pratica
a geometria analitica a manipulacdes algébricas, existe um grande risco
da componente verdadeiramente geométrica do programa do ensino
secundario ficar muito aquém das percentagens anunciadas no texto.

* As transformagdes geométricas e as geometrias ndo-euclidianas sdo
topicos de geometria inexistentes no programa ajustado. A situagio no
programa nio ajustado ndo era melhor, pois as transformacdes geomé-
tricas eram uma opgéo (!) a acrescentar a um programa ja totalmente
sobrecarregado e as geometrias ndo-euclidianas eram uma mera “refe-
réncia” a fazer pelos professores no quadro da matemaética como
ciéncia “hipotético-dedutiva”. Mas estas lacunas sao graves e reforgam
a perspectiva de que, pelo menos quanto a geometria, este programa
tem que evoluir profundamente.

* A trigonometria — fun¢des e equacOes trigonométricas — ocupa parte
do programa dito de geometria no 11° ano. Por esta forma, a andlise, ja
claramente privilegiada neste programa, estende-se ainda para os
dominios que apenas nominalmente sdo atribuidos & geometria.

Julgamos que estes pontos negativos resultam sobretudo do facto do
ajustamento ter deixado intactos os objectivos — tanto os declarados
como os implicitos, acrescentamos ndés — do programa do ensino
secunddrio. Ora esses objectivos tendem a considerar o ensino de
Matemitica no secunddrio como preparacdo para prosseguimento de
estudos superiores. Enquanto assim acontecer, a consequéncia inevitdvel
— embora mesmo neste caso discutivel — serd privilegiar a dlgebra e a
analise em detrimento da geometria que néo esteja ao servico daquelas
— como € o caso da geometria sintética e das transformacoes.

No entanto, apesar destas deficiéncias, a equipa do ajustamento envidou
claramente todos os esfor¢os para compensar esta situagao. Assim:

* “Foi dada uma posicio de destaque a geometria, por ser o tema tratado
em primeiro lugar tanto no 10° como no 11° anos, e sdo dadas indica-
¢des que permitem que seja retomada em praticamente todos os outros
temas do Ajustamento.™

» Uma parte da geometria do 10° ano € dedicada & Resolucdo de proble-
mas de geometria no plano e no espaco, e ai os professores tém ocasiio
de levar os alunos a construir e manipular modelos, representar sélidos
em perspectiva cavaleira, resolver problemas e actividades de investiga-
¢do em geometria, nomeadamente com a utilizacio de computadores.

* Mesmo na parte do programa dedicada a geometria analitica, que como
dissemos é predominante, existem abundantes recomendagdes contra a
referida reducio da geometria analitica a dlgebra. Transcrevemos uma
dessas indicagtes metodoldgicas:



I = Passado recente e futuro do ensino da geometria

Futuro da geometria no
ensino secunddrio

O professor deve incentivar o aluno a fazer em todas as situagdes uma figura
geométrica de modo a tirar proveito da visualizagio do problema e a desen-
volver a sua capacidade de representagio ndo deixando que o aluno se limi-
te a resolugdo exclusiva de equacgées e a utilizacdo de formulas.”* (itélico
nosso)

Em sintese, o ajustamento, em geometria, estd ainda bastante longe de
ser aceitivel como programa para o ensino secunddrio nesta mudanga de
milénio. No entanto, vamos ter que viver com ele nos préximos anos, e
os professores devem aproveitar as possibilidades que mesmo assim
ainda permite para desenvolver actividades interessantes no espago e no
plano, que despertem o gosto pela geometria em todos os seus alunos e
que aumentem o seu “poder geométrico”, ou seja as suas capacidades de
resolug@o de problemas utilizando diferentes perspectivas, de raciocinio
geométrico, de visualizacdo e de compreensio do espago em que vivem.

Que fazer para melhorar o programa actual?

O plano que devemos seguir ndao ¢ muito diferente daquele que esboca-
mos em geral para o do ensino bdsico, na pag. 30, e que comeca por
uma reflexdo global sobre as linhas de orientacdo para o ensino da
geometria ao longo de toda a escolaridade. Devemos acrescentar que a
possibilidade de melhoria do programa de Matemadtica do ensino secun-
dario terd de passar por uma mudanga, ndo apenas declarada, mas
efectiva, dos objectivos do ensino da Matemadtica neste nivel, que
confiram identidade prépria a este ciclo e ndo o reduzam a mero trampo-
lim para prosseguimento de estudos.

O presente livro nédo € mais afinal do que uma contribuicéo para essa
reflexdo, no que se refere sobretudo ao ensino secundério. A sua organi-
zagdo e topicos sdo propostas para alimentar esse debate urgente entre
todos 0s que ja estdo conquistados para a necessidade de mudanga no
ensino da geometria.

A geometria no secunddrio deve ser encarada como o coroamento de
doze anos de experiéncia matemdtica no campo da geometria. Nos
Gltimos anos vdo necessariamente situar-se os trabalhos de aprofunda-
mento e de sintese, a0 mesmo tempo que se continua a desenvolver,
colmatando porventura lacunas que transitam de anos anteriores, 0
“poder geométrico™ a que ja nos referimos.

Se entendemos que um dos objectivos gerais do ensino da Matematica é
a compreensdo da natureza da matemdtica e do seu papel na construgio
da nossa sociedade, o aprofundamento da geometria que deve ser feito
no ensino secunddrio refere-se a compreensio do espago e dos respecti-
vos modelos geométricos que sao fornecidos pela matemadtica. Este facto
ird progressivamente afastar-nos da “pequena geometria” que estd
presente no actual programa, e cujos topicos se reduzem as coordenadas,
referenciais, vectores, rectas e planos, ¢ dirigir-nos para topicos mais
globalizantes da “grande geometria”. Devemos caminhar para que um
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dia o ponto de partida ndo sejam os métodos de resolugiio de problemas,
como é o caso da geometria analitica, mas sim os proprios problemas e
questdes inerentes a compreensido do espago, como a simetria, a forma e
a dimensao.

Nio € possivel compreender o papel da matemadtica na construgdo da
nossa sociedade sem integrar a histdria da geometria no seu ensino.
Acresce que durante muitos séculos a histéria da matematica se confun-
diu praticamente com a histéria da geometria, e a maior parte dos
matematicos eram intitulados geémetras. Assim, a componente histérica
no programa de geometria, nomeadamente no ensino secundario, deve
tornar-se muito mais ampla do que € na actualidade.

Tendo em conta que a histéria da geometria ndo terminou no séc. XVIII,
nem se esgota com a geometria euclidiana, é importante que os alunos
ndo abandonem o 12° ano sem compreender que existem “outras geome-
trias” para além daquela com que contactaram durante quase toda a
escolaridade. Esta compreensio deve ter uma base experimental — os
alunos devem trabalhar, resolver problemas ou realizar actividades de
investigagdo noutras geometrias para além da geometria euclidiana.
Além disso, a existéncia das geometrias ndo-euclidianas tem implica¢des
filosoficas profundas, e nao € aceitdvel manter os alunos alheios a elas
depois de 12 anos de escolaridade.

Finalmente, ndo queremos terminar este ponto sem referir que uma das
questdes sobre as quais deve incidir a reflexdo, em particular no secun-
dério, € a formalizagio no ensino da geometria — quando e como deve
ser feita? Alguns pontos de partida para a discussio deste topico podem
ser encontrados no capitulo VII.

As mudancas necessdrias para a renovagio do ensino da geometria néo
poderio, claramente, ser feitas todas de uma vez. Nem sequer, porventu-
ra, devemos continuar a esperar 20 ou 30 anos e depois ensaiar grandes
reformas. Possivelmente o que devemos desejar € uma reforma continua
do ensino da geometria, que seja constantemente alimentada por uma
reflexfio também ela desenvolvida de forma continua. Note-se que as
mudancgas que apontamos neste livro deixam ainda varias e importantes
lacunas, sobretudo no capitulo das conexdes da geometria: conexdes
com a arte, com outros temas da matematica, com o mundo concreto.
Em particular, ficam de fora das nossas considerag¢Ges os temas da
geometria (teoria dos nés e geometria combinatorial) referentes a
algumas aplica¢des da geometria discutidas nas actas “O futuro da
geometria”, com que inicidmos este capitulo.

Amplas perspectivas estdo abertas diante de nés. Estamos apenas a
comegar.
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NOTAS

' A reunido realizou-se em Margo de 1990 e as respectivas actas foram publicadas em
1991 sob o titulo Geometry’s Future (org. pot Joseph Malkevitch). Na reunidio estiveram
presentes, entre outros, Joseph Malkevitch, Marjorie Senechal, John Conway, Donald
Crowe e Thomas Banchoff.

* Escreveremos a palavra “matemdtica” com letra maidscula quando se tratar do nome da
disciplina e com letra mintscula quando se referir 4 ciéncia matematica.

? Figura contida no texto de Walter Meyer, Robotics in Geometry Courses, incluido no
livro Geometry's Future.

* Estamos a referir-nos ao livro publicado pelo National Council of Teachers of
Mathematica (NCTM) em 1989 com o titulo Curriculum and Evaluation Standards Jor
School Mathematics. Foi traduzido pela APM e publicado pela APM e pelo Instituto de
Inovagio Educacional em 1991, com o titulo Normas para o Curriculo e Avaliagdo em
Matemdtica Escolar. Serd referido neste livro simplesmente por Normas para o Curricu-
lo ou ainda por Normas. Existem trés Adendas as Normas, relativas i geometria:
Geometry and Spatial Sense (para o nivel K-6), Geometry in the Middle Grades (para o
nivel 5-8) e Geomerry from Multiple Perspectives (para o nivel 9-12). Esta dltima adenda
estd traduzida para portugués sob o titulo Geometria a partir de Miiltiplas Perspectivas.

* Ver The Geometry of René Descartes, edi¢io fac simile do famoso apéndice ao
Discours de la Méthode.

® Sobre o movimento matemdtico 1937-1947 ver o artigo de J. Morgado sobre “Os anos
40 ¢ a Resisténcia Matemdtica”, publicado na revista Educacio e Matemdtica. Ver
tambeém Movimento Matemdtico 1937-1947, editado pela Sociedade Portuguesa de
Matematica.

7 Os filmes de Nicolet foram passados na RTP nos anos 60, nos programas da TV
Educativa sobre a Matemadtica Moderna.

¥ Ver Tendances Nouvelles de I’Enseignement des Mathématiques, vol. TIL

* A via métrica ¢é seguida por Franco de Oliveira no livro Geometria Euclidiana, da
Universidade Aberta. Ver justificagdo da escolha na pdg. 11 daquela obra.

" No Semindrio de Royaumont foram langadas as bases do movimento da Matemitica
Moderna. Uma recolha das intervengdes foi publicada pela OECE, sob o titulo
Mathématiques Nouvelles. Jean Dieudonné (1906-1992), um dos mais importantes e
produtivos matematicos franceses do grupo Bourbaki, foi nesta reunido o porta-voz das
posicdes mais radicais em defesa de mudancas no ensino da Matemética.

" L. E. Brower (1881-1966) foi um topologista holandés que ficou conhecido pela sua
defesa do filosofia construtivista da matemadtica. Em termos simples, o construtivismo
contesta 0 uso que os matemdticos fazem do infinito, em particular na teoria dos
conjuntos de Cantor. De acordo com esta posigao filoséfica, o ponto de partida de toda a
matemética sdo os niimeros naturais, que nos sio dados por uma intuigio bésica.
Partindo daqui, a matematica deve ser construida por meio de um nimero finito de
passos. Os objectos matemdticos que niio forem assim construidos nio podem ser
considerados. Para 0s construtivistas, muitos teoremas cldssicos néo sdo vilidos, pois nio
foram encontradas (ainda) demonstracdes construtivistas. Uma demonstragio
construtivista ndo pode incluir deducdes baseadas no principio do terceiro excluido.

' Hans Freudenthal — Homo Universalis” in The Legacy of Hans Freudenthal, uma
reimpressio em forma de livro do nimero especial comemorativo da revista Educational
Studies in Mathematics 25 (1-2), 1993,

" Figura incluida no capitulo “Geometry Instruction in the Netherlands (ages 4-14) —
the realistic approach”, de E. de Moor, do livro Realistic Mathematics Education in
Primary School, organizado por L. Streefland.

" Para uma descrigiio mais completa da teoria dos van Hiele, ver por exemplo o texto
The van Hiele Model of the Development of Geometric Thought, escrito por Mary

39



I « Passado recente e futuro do ensino da geometria

40

Crowley para o Yearbook de 1987 do NCTM dedicado 4 geometria. Ver também, o
artigo de José Manuel Matos, Um exemplo de Diddctica da Geometria, na revista
Educagdo e Matemdtica n° 6. ‘

18 Ver Revisiting Mathematics Education, de Hans Freudenthal, pag. 101.

16O programa LOGO teve grande difusio em Portugal, no &mbito do Projecto Minerva.
A filosofia de educagiio subjacente é descrita no livio Mindstorms: Children, computers
and powerful ideas, de Seymour Papert. Os programas da série Supposer, entre 0s quais
The Geometric Supposer sdo da autoria de Judah Schwartz ¢ Michal Yerushalmy. O
programa Cabri Geometry I, de Jean Laborde & Frank Bellemain, versido 1.0, e 0
programa The Geometer’s Sketchpad, de Nicholas Jackiw, serdo considerados
longamente no cap. II.

170 livro Shaping Space, A Polyhedral Approach, organizado por Marjorie Senechal e
George Fleck, inclui as principais intervengdes proferidas no encontro.

18 O projecto Connected Geometry, animado por Paul Goldenberg e Albert Cuoco, € um
dos mais interessantes projectos actuais em geometria. Terd como produtos uma série de
publicages que estdo previstas para Junho de 1997, Informagdes sobre o projecto e as
publicagdes podem ser obtidas na Internet, URL http://www.edc.org/LTT/ConnGeo/
projdesc.html.

1% Incluiremos ao longo do livro uma lista de enderegos da World Wide Web com
interesse para geometria.

» Michele Emmer foi um dos conferencistas estrangeiros convidados para o encontro
nacional de professores de Matemética organizado pela APM, ProfMat 94, em Leiria. As
suas conferéncias estdo transcritas nas actas respectivas.

2! Cronologia Recente do Ensino da Matemdtica, de José Manuel Matos, pp. 45-46.

22 ESTIMATEMP E TRINCA-ESPINHAS sio dois programas de computador de Paulo
Abrantes e Jodo Pedro Ponte, respectivamente.

22 O nimero temitico sobre geometria foi o nimero 6 e pode ser pedido & Associagio de
Professores de Matemética (APM). Ver morada da APM junto da bibliografia.

24 Lurdes Serrazina e José Manuel Matos, O Geoplano na Sala de Aula.

3 Ver Bibliografia e outros recursos, na parte final do livro.

26 O Semindrio de V. Nova de Milfontes, uma iniciativa da APM realizada em 1988, foi
uma reunifio de reflexdio sobre a renovagéio do curriculo e dos programas de Matematica.
O seu produto foi um documento de trabalho intitulado Renovagdo do Curriculo de
Matemdtica. Este texto foi posteriormente publicado pela Comissdo da Reforma do
Sistema Educativo.

7 A criagio do Grupo de Trabalho de Geometria (GTG) da APM e o trabalho que tem
realizado e pretende desenvolver é uma contribuicdo nesta direcgio. Para contactos, ver
Bibliografia e outros recursos.

® Matemdtica e Métodos Quantitativos: Organizacdo Curricular e Programas, ed.
Ministério da Educacao.

¥ Ver Matemdtica: Programas, 10°, 11° e 12°, pag. 1.

30 Egte texto foi escrito no inicio de 1997. Neste momento (Abril de 1998), embora ja
tenha havido a experiéncia de Geometria do novo 10° ano, ainda néio € possivel ter uma
visdo de conjunto de como decorreu.

3 Matemdtica: Programas, 107 11°e 12°, péag. 6.
3 Idem, pag. 19.
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