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Um dos grandes objetivos do ensino da Matematica é desenvolver a capacidade de
raciocinar. Mas o que é raciocinar? Quais os aspetos fundamentais da capacidade de
raciocinio? De que modo pode o professor na sala de aula promover o desenvolvimento
desta capacidade? S&o questes que iremos analisar, procurando conjugar perspetivas
teoricas e exemplos concretos da sala de aula.

Raciocinar e pensar

E um lugar-comum dizer-se que “a Matematica requer raciocinio” e também que
“desenvolve o raciocinio”. Mas o termo “raciocinar’ tem varios sentidos, como, por
exemplo, os que Ihe sdo dados pelo dicionario:

Raciocinar: 1. fazer uso da razdo para depreender, julgar ou compreender;
2. encadear pensamentos de forma logica; 3. apresentar razdes; 4.
ponderar; reflectir; pensar (Do lat. ratiocinari) (Dicionario Porto Editora)

Depreender, julgar, compreender, pensar de forma logica, apresentar razdes, ponderar,
refletir... Sdo muitos significados diferentes! O que é entdo raciocinar?

Desde logo, coloca-se a questdo se “raciocinar” sera 0 mesmo que “pensar’” ou Se Serd
algo mais especifico, ou seja, “pensar de certa maneira”. NO nosso entender,
consideramos que se deve atribuir a “raciocinar” um significado mais restrito que
“pensar” (Figura 1). Na nossa perspetiva, raciocinar € realizar inferéncias de forma
fundamentada, ou seja, partir de informacao dada para obter nova informacao através de
um processo justificado. Este entendimento estd em consonancia com outro dicionario,
(Merriam-Webster) que diz que raciocinar € estabelecer inferéncias ou conclusdes a partir
de factos conhecidos ou assumidos como verdadeiros. Acrescentamos apenas que isso
deve ser feito de forma fundamentada e ndo ao acaso. Descrever um objeto, relatar um
acontecimento, exprimir um sentimento ou formular um desejo, sem mais, envolvem
pensamento, mas podem ndo envolver raciocinio.

Pensar

! Este artigo foi elaborado no ambito do Projeto REASON — Raciocinio Matematico e Formagdo de
Professores e tem em conta o quadro teérico do projeto. O Projeto REASON tem apoio da FCT - Fundacéo
para a Ciéncia e Tecnologia, contrato IC&DT — AAC02/SAICT/2017 e PTDC/CED-EDG/28022/2017.


mailto:jpponte@ie.ulisboa.pt
mailto:mq@campus.ul.pt
mailto:joanamatapereira@campus.ul.pt

Figura 1 — Raciocinar e pensar.

Raciocinio dedutivo, indutivo e abdutivo

O raciocinio ndo é exclusivo da Matematica. Existe em todos os dominios do
conhecimento bem como na vida do dia-a-dia. H& alguns aspetos, no entanto, que séo
carateristicos da Matematica. Desde logo, ha a referir a importancia do raciocinio
dedutivo, muitas vezes também referido como raciocinio 16gico ou raciocinio l6gico-
dedutivo, que ocupa um lugar fundamental nesta ciéncia. Em Matematica, assumimos um
conjunto de afirmagdes como verdadeiras (axiomas ou postulados) e assumimos um
conjunto de regras de inferéncia, para obter novas afirmacdes verdadeiras (teoremas).
Deste modo “raciocinar dedutivamente envolve sobretudo encadear asser¢des de forma
logica e justificar esse encadeamento” (Ponte, Branco & Matos, 2008, p. 89). Desde que
a cadeia de dedugdes esteja isenta de erros “o raciocinio dedutivo produz conclusdes que
sdo necessariamente validas” (Oliveira, 2008, p. 7). Como refere Oliveira (2002), o
raciocinio dedutivo constitui “o elemento estruturante, por exceléncia, do conhecimento
matematico” (p. 178), sendo através dele que se validam as afirmacdes matematicas. A
importancia do raciocinio dedutivo em Matematica é de tal ordem que Davis e Hersh
(1995) afirmam mesmo que a deducéo € o “selo da Matematica”.

No entanto, as novas descobertas, na maior parte dos casos, ndo surgem atraves de
raciocinio dedutivo mas sim de outros tipos de raciocinio, nomeadamente de raciocinio
indutivo e abdutivo. George Polya (1990) valorizou de forma eloguente o papel do
raciocinio indutivo em Matematica. Como indica, a inducdo € a inferéncia de uma regra
a partir da observacdo do que € constante em diversos casos particulares. Ja a abducéo €
um processo de inferéncia que parte de um facto insélito ou invulgar e que procura uma
explicacdo para a sua ocorréncia (Silva, 2009). Este tipo de raciocinio foi teorizado por
Charles Sanders Peirce (1931-1958), que afirma que “[a] abducdo, ao fim e ao cabo, ndo
¢ sendo conjetura... ¢ o processo de escolher uma hipotese” (Vol. 7, p. 219). Pelo seu
papel na formulacdo de conjeturas e generalizacGes, a abducdo e a inducdo sdo muitas
vezes usadas em conjunto (Rivera & Becker, 2009). O facto insolito ou invulgar para o
qual se formula uma conjetura (raciocinio abdutivo), pode levar a identificacdo de casos
particulares que permitem a observacao de uma regra geral (raciocinio indutivo).

Que lugar para os diferentes tipos de raciocinio na aula de Matematica?

Durante muito tempo, os estudos em educagdo matematica centravam-se exclusivamente
no raciocinio dedutivo (Balacheff, 1888; Galbraith, 1995; Hanna, 2002). A maior parte
destes estudos tendia a ver os raciocinios indutivo e abdutivo como obstaculos ao
raciocinio matematico. Mais recentemente, registou-se uma grande mudanga a este
respeito — em vez de serem vistos como estando em conflito, estas diferentes formas de
raciocinio passaram a ser vistas como complementares. Cada uma tem um papel
importante e insubstituivel — o raciocinio indutivo e abdutivo na criacdo de novo
conhecimento e o raciocinio dedutivo na sua validagdo. O raciocinio dedutivo tem um
lugar incontornavel na validacdo das afirmagBes matematicas, mas muitas dessas



afirmacdes sdo descobertas através de raciocinio indutivo e abdutivo. Deste modo, 0s
alunos devem aprender a raciocinar dedutivamente em Matematica mas devem
igualmente aprender a raciocinar indutiva e abdutivamente (Rivera & Becker, 2009).
Assim, é de grande importancia saber como pode o professor, na sala de aula de
Matematica, contribuir para que os alunos desenvolvam a capacidade de raciocinio nas
suas diversas formas.

Raciocinio em tarefas envolvendo fracoes

Um modelo de aula propicio ao desenvolvimento do raciocinio € a aula em trés fases.
Esta aula organiza-se do seguinte modo:
1. Lancamento da tarefa, com uma pequena discussdo para promover o
envolvimento dos alunos.
2. Trabalho auténomo dos alunos, realizado em pares, em grupos, ou em modo
individual.
3. Discussao coletiva, com apresentagdo e confronto de resolugdes e sintese final.

Numa s6 aula, qualquer que seja a sua duracao, podem existir um ou mais ciclos com este
tipo de sequéncia de trabalho. Vejamos alguns exemplos de raciocinios que se evidenciam
em respostas escritas dos alunos a tarefas matematicas realizadas durante o trabalho
autonomo.

Um exemplo ¢ apresentado na figura 2. Na primeira alinea pergunta-se “Sera que S ¢ igual

8 . . .
1—6?”, Catarina responde afirmativamente e, sem que tal lhe tenha sido perguntado, avanga

de imediato com uma breve justificacdo: 0,5=0,5, baseada numa mudanca de
representacdo. Na resposta a questdo b), a aluna detalha mais a sua justificacdo indicando

que % ¢iguala0,5e 18—6 ¢ igual a 0,5, concluindo portanto (embora sem verbalizar) que z
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¢ igual a o> 1O pressuposto que duas quantidades iguais a uma terceira sdo iguais entre

si. Apresenta ainda uma curiosa generaliza¢do: “Um numero a dividir pelo seu dobro ¢
igual a 0,5”.
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Figura 2 — Justificacdo e generalizacdo de Catarina (6.° ano).

Vejamos outro exemplo. Trata-se de uma outra tarefa, muito mais complexa, envolvendo
comparacao de fragdes (Figura3). A resposta de Marco evidencia uma justificagao por
contraexemplo, um importante processo de justificagdo matematica. O aluno indica que
a resposta & questdo é negativa porque num dado caso a afirmacio é falsa. E interessante
notar que o aluno efetuou diversas mudancas de representagcdo para dar a sua resposta.

. N 5 . .
Primeiro, converteu as fragoes (% e 5) para quocientes (7:4 e 5:2) e depois estes para

numerais decimais (1,75 e 2,5). E nesta representagdo que o aluno considera que a
justificacdo se torna convincente dado que 1,75 ¢ sem qualquer duvida menor que 2,5.
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Figura 3 — Respostas de Marco e Bruno a uma tarefa de comparacgéo de fracdes (6.° ano)

Um outro aluno, Bruno, responde também apresentando um contraexemplo. Mas a
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se de uma resposta extremamente interessante, ndo sé pelo seu caracter inesperado, mas
também porque a sua verificacdo &€ muito simples, dada a natureza dos célculos
envolvidos. Ambos os exemplos mostram a relacdo estreita entre representacdes e
raciocinio. Mostram, também, o a-vontade dos alunos relativamente ao significado dos
conceitos envolvidos.

escolha de fragdes ¢ surpreendente, pois sdo todas equivalentes a unidade (

Raciocinio numa tarefa com uma sequéncia com quadrados

Vejamos um exemplo de uma questdo que apela a realizacdo de raciocinio dedutivo
(Figura 4) e para a qual os alunos elaboraram as suas respostas durante o trabalho
autonomo.
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Mostra que, para cada termo, a diferenca entre 0 nimero de quadrados pretos e 0 nimero de
guadrados brancos € igual ao nimero de quadrados cinzentos.

Figura 4 — Tarefa com uma sequéncia com quadrados.

Na parte de cima da sua resposta (Figura 5), Pedro aponta os quadrados pretos da figura
(que sdo 6), mas nao se percebe porque determina metade (justificagdo incorreta).
Aparentemente, o aluno procura estabelecer relagdes. Depois, a esquerda, indica os trés
termos gerais, mas nao determina a diferenga entre os termos gerais que interessam.
Finalmente, a direita, mostra que a afirmagdo ¢ verdadeira, apresentando apenas um
exemplo (justifica com um caso).
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Figura 5 — Resposta de Pedro (8.° ano) a tarefa.

Na mesma tarefa, Ana procura fazer uma generalizacdo. Para isso, comega por determinar
as diferencas em cada uma das trés figuras (ensaia um passo do raciocinio indutivo)
(Figura 6). A partir daqui ndo consegue avancar. Depois, determina os termos gerais (em
baixo a esquerda) (raciocinio indutivo). Finalmente, faz uma verificacdo algébrica da
igualdade pedida (em baixo a direita), o que constitui uma justificagdo (raciocinio
dedutivo).
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Figura 6 — Resposta de Ana (8.° ano) a tarefa.



Em ambos os casos, os alunos usam nas suas respostas elementos de uma variedade de
representacdes: linguagem algébrica, linguagem natural e representagdes iconicas.

Raciocinio numa discussao coletiva

Os momentos de discussdo coletiva de uma aula em trés fases sao também importantes
para levar os alunos a explicar os seus raciocinios ou mesmo para formular novos
raciocinios. Vejamos uma tarefa que envolve trés equacdes, relativas a uma situacao
imaginaria em que trés alunos, Catarina, Ricardo e Inés, registam o crescimento das suas
plantas (esta situagdo e todos os didlogos que surgem adiante sdo retirados de Mata-
Pereira & Ponte, 2017). A altura de cada planta ¢ dada, em cada momento, pelas fungdes:

c(x) = 0,6x+2
r(x) =2+ (3/5)x
i(x) = 1+0,6x

r

Na discussdo coletiva, a professora comeca por pedir uma justificagio (J), que &
efetivamente dada pelo aluno. Mais adiante, incentiva um aluno (Vasco), a apresentar uma
conjetura que tinha feito (C). Na ultima intervengdo, o aluno comega por fazer uma
Jjustificagdo, rematando com uma generalizagdo. Usa uma linguagem incorreta para se
exprimir, mas a professora valoriza a ideia do aluno que, subtilmente, rediz (R) numa
linguagem matematica apropriada.

Professora: Porque € que tém de ser duas retas paralelas? (J?)

Vasco: Porque a da Catarina e do Ricardo comegaram com dois centimetros de
altura e vao sempre acrescentar ¢ depois a da Inés comegou com um
centimetro de altura e a somar.

Professora: E so ha... H4 outra hipotese das retas ndo se intersetarem sem serem
paralelas?

Virios alunos: Nao.

Professora: Nao, entdo, graficamente, nds temos isto.

Professora: E ainda quero que o Vasco partilhe connosco aqui uma coisa que
observou muito interessante. (C).

Vasco: Como a Catarina e o Ricardo comecaram com a mesma altura ¢ como ambas
as plantas crescem ao mesmo ritmo, ndo se vao cruzar, a da Inés como cresce
todos os dias...

Professora: Nao se vao cruzar, estas aqui?!

Vasco: Sim. Entdo, ja estdo cruzadas.

Professora: Ah, ja estdo sobrepostas, coincidentes. E estas duas?

Vasco: A da Inés, como todos os dias cresce a mesma altura das restantes € comegou
com menos um centimetro... Vai ficar sempre mais pequena.

Professora: Vai ficar sempre mais pequena, dai que nunca se intersete [com o0s
outros]. Exatamente, exatamente. (R)



Processos de raciocinio matematico: Conjeturar, generalizar e justificar

H& uma variedade de aspetos e processos que podem estar envolvidos no raciocinio
matematico. S&o varios os autores que desenvolveram modelos que pretendem destacar
0 que envolve raciocinar matematicamente. Por exemplo, para Lannin, Ellis e Elliot
(2011) “raciocinar matematicamente ¢ um processo dindmico envolvendo conjeturar,
generalizar, investigar porqué, e desenvolver e avaliar argumentos” (p. 12). Um outro
modelo do raciocinio matematico, de Mata-Pereira e Ponte (2012), enquadra o raciocinio
com dois outros processos, representar e dar significado (Figura 7), evidenciando que o
raciocinio matematico apoia-se necessariamente em representacoes e requer atribuicao de
significados aos objetos e agdes envolvidos. Este modelo tem por base o processo de
realizacdo de uma investigagdo ou resolugdo de um problema matematico, comegando
pela formulacdo de questdes, passando para a formulacdo de conjeturas e estratégias de
resolugdo (que podem envolver generalizagdo), aplicando essas estratégias e testando as
conjeturas, até ao processo de validagdo (através da justificagdo).

Significar
{"5ense making”)

Fazer calculos, usar definigdes e
propriedade: matematicas

- ™
Formular estratégias [ Aplicar as }

de resolucio estratégias
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Figura 7 — Modelo do raciocinio matemético adaptado de Mata-Pereira e Ponte (2012).

Conjeturar, generalizar ¢ justificar destacam-se como processos essenciais do raciocinio
matematico. Conjeturar, como vimos, ¢ central no raciocinio abdutivo. Generalizar, ou
seja, formular conjeturas de natureza geral, € um processo-chave dos raciocinios indutivo
e abdutivo. Justificar, pelo seu lado, é um processo essencial do raciocinio dedutivo.
Alguns elementos em que estes processos se podem basear e formas que podem assumir
estdo indicados na Tabela 1.

Tabela 1 — Conjeturar, Generalizar e Justificar



Pode assumir formas como
- identificar uma possivel solucéo para

Conjeturar um problema;
Podem ter por base - formular uma estratégia para resolver
- observacdo; um problema;
- construcao;
- transformacao do Pode assumir formas como
conhecimento prévio; - reconhecer um padr&o ou uma
- combinacdes de observacdo, | propriedade comum a um conjunto de
Generalizar construcao e transformacao. objetos;

- alargar o dominio de validade de uma
propriedade a um conjunto mais alargado
de objetos.

Pode ter por base .
Pode assumir formas como

- definigdes; NI
. . - coeréncia logica;
- axiomas, propriedades, L.
- . . - uso de exemplos genéricos;
Justificar principios gerais;
N - uso contraexemplos;
- representacoes;

- por exaustao;

- combinagdes de definigdes, - por absurdo.

propriedades e representacdes.

E de sublinhar que o trabalho em torno do raciocinio matematico nio ¢ exclusivo dos
anos de escolaridade mais avancados — pode e deve comecar nos primeiros anos. Ou seja,
conjeturar, generalizar e justificar sdo processos que podem ser valorizados desde o inicio
da escolaridade.

Abordagem exploratdria

A aula em trés fases permite por em pratica a abordagem de ensino exploratorio (Ponte,
2005). Nesta abordagem, os alunos trabalham em tarefas para as quais ndo tém um
método de resolugdo imediato — para as resolver tém de construir as suas proprias
estratégias, usando conhecimentos prévios. Deste modo, os alunos assumem um papel
ativo na interpretagdo das questdes, na representagdo da informagdo apresentada e na
concegdo e concretizagdo de estratégias de resolucdo. Sdo chamados a apresentar e
justificar os seus raciocinios. Os alunos tém assim oportunidade para construir ou
aprofundar a sua compreensdo de conceitos, procedimentos, representagdes e ideias
matematicas.

Nesta abordagem, o professor, em lugar de ensinar diretamente conceitos, procedimentos
e algoritmos, mostrando exemplos e propondo exercicios para praticar, propde aos alunos
um trabalho de exploragdo e descoberta, e promove momentos de negociacao de
significados, argumentacao e discussao coletiva.

A abordagem exploratéria tem dois suportes principais. Um deles ¢ a escolha de tarefas
apropriadas, suscetiveis de promover a constru¢do de conceitos, a formulacdo de
conjeturas, generalizagdes e justificacdes. O outro € o estabelecimento de um ambiente



de comunicac¢do na sala de aula capaz de favorecer a participagdo e reflexao por parte dos
alunos, com relevo para os momentos de discussdo coletiva. A Tabela 2 apresenta algumas
das carateristicas das tarefas e das agdes do professor que favorecem o desenvolvimento
do raciocinio dos seus alunos, conduzindo a comunicagao na sala de aula.

A abordagem exploratdria permite enfatizar a construcdo de conceitos, a modelagao de
situagdes e também a utilizacao de defini¢cdes e propriedades de objetos matematicos para
os alunos realizarem raciocinios — nomeadamente para conjeturar, generalizar e justificar.
Deste modo, presta atengao aos aspetos computacionais da Matematica, mas valoriza
também os aspetos concetuais — ou seja, considera importante obter resultados, mas mais
importante ainda compreender a estratégia que foi usada e a sua justificagdo.

Conclusao

Ao longo deste artigo procuramos salientar diversas ideias fundamentais:

* O raciocinio ¢ uma capacidade transversal que, embora ndo exclusiva da
Matematica, pode e deve ser promovida no trabalho em Matematica.

= Vertentes fundamentais do raciocinio em Matemadtica sdo as conjeturas
(obtidas por raciocinio abdutivo), as generalizagdes (obtidas na sua maioria
de forma indutiva e abdutiva) e as justifica¢des (alicerce do raciocinio
dedutivo).

* A abordagem de ensino exploratorio, baseada numa selegdo criteriosa de
tarefas e num ambiente estimulante de comunicagdo, com destaque para as
discussdes coletivas, proporciona um ensino da Matematica com
compreensdo e ¢ uma base importante para o desenvolvimento do raciocinio
matematico.

A aula exploratoria permite aos alunos grande protagonismo na realizacéo das tarefas e
na expressdo dos seus raciocinios. A valorizacdo do raciocinio matematico na sala de aula
pode ser feita naturalmente a partir do trabalho dos alunos. Muitos professores trabalham
ja hoje com os seus alunos a partir de tarefas e ndo a partir de explicacdes e exemplos.
Trata-se de um modo de trabalho que pode levar os alunos ndo sé a desenvolver o seu
raciocinio e 0s seus conhecimentos e capacidades em Matematica mas também a assumir
uma perspetiva muito mais positiva sobre o que €é esta ciéncia como atividade humana.
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Tabela 2 — Tarefas e a¢bes do professor para promover o raciocinio

Carateristicas das tarefas a
selecionar

Acdes do professor durante a realizagédo da tarefa

No lancamento da tarefa

Durante o trabalho auténomo

Na discussao coletiva

Ter natureza diversa e
com diferentes graus de
desafio, incluindo
questdes de exploragédo
e/ou problemas;

Permitir uma variedade de
estratégias de resolucao;
Suscitar a formulagdo de
conjeturas e
generalizagdes;

Solicitar a justificacéo de
respostas ou estratégias de
resolucéo.

Assegurar que todos 0S
alunos compreendem os
termos matematicos do
enunciado;

Assegurar que todos 0s
alunos compreendem o
contexto;

Desenvolver uma linguagem
comum para descrever 0s
aspetos essenciais da tarefa;
Destacar processos de
raciocinio que podem estar
envolvidos na tarefa, como
conjeturar, generalizar e
justificar;

Promover o envolvimento
dos alunos na realizagéo da
tarefa sem diminuir o seu
grau de desafio.

Acompanhar a resolucédo da tarefa
dando apenas as indicagdes
necessarias, sem reduzir de modo
significativo o seu grau de
desafio;

Para os alunos com dificuldades
em formular ou concretizar uma
estratégia de resolucdo, dar
sugestfes ou colocar questdes
facilitadoras que os ajudem a
chegar por si préprios a uma
estratégia;

Para os alunos que rapidamente
resolvem a tarefa, propor
extensdes, envolvendo a
exploracdo de novas questoes,
possiveis conjeturas e
generalizagdes ou a formulagéo de
justificacOes alternativas.

Encorajar a partilha de ideias;

Explorar desacordos entre alunos,
levando-o0s a argumentar as suas posicoes;
Aceitar e valorizar contribui¢des incorretas
ou parciais, promovendo uma discussdo que
as desconstrua, complemente ou clarifique;
Solicitar a explicagdo do “porqué”, a
apresentacdo de justificacOes de respostas ou
estratégias de resolucéo e a formulagdo de
justificacOes alternativas;

Solicitar aos alunos que identifiquem
justificacOes validas e invalidas, destacando
0 que as valida;

Promover a reflexdo sobre os processos de
raciocinio utilizados;

Propor demonstragdes sempre que
pertinentes e adequadas aos conhecimentos
dos alunos;

Desafiar os alunos a formular novas questfes
e estabelecer novas conjeturas e
generalizagOes.
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