Determinacao experimental do perimetro da Terra
e outras propostas de experiéncias envolvendo o Sol e as suas sombras'’

Seguem-se propostas de actividades, pensadas para serem concretizadas por professores e alunos de escolas
localizadas em diferentes pontos de Portugal, e adaptadas de um conjunto de actividades sugeridas pelo prof.
Maximo Ferreira, do Centro de Ciéncia Viva de Constancia.

O projecto que estamos a propor pode envolver alunos e professores de duas ou mais escolas, mas devera
incluir escolas bastante afastadas em latitude, para que a diferenca entre as latitudes das duas escolas nao seja
muito pequena, circunstancia em que o método adoptado daria resultados muito pouco aproximados da
realidade.

Este projecto envolve trés partes: I - Determina¢ao da direc¢do Norte-Sul em cada escola, II - Determinag¢ao
da altura do Sol ao meio dia solar em cada escola e IIT - Determinagdo do comprimento do Meridiano Ter-
restre. Nas duas primeiras partes sdo feitas certas construgdes e medicdes e na terceira calcula-se o compri-
mento do meridiano terrestre utilizando os resultados obtidos nessas medigdes. A precisao com que este
comprimento é obtido depende do cuidado e rigor colocados nas medigdes. Isto levantara permanentemente
questdes praticas que serdo muito instrutivas para os alunos, em geral habituados a problemas preparados de
antemao para dar valores “certinhos”.

Supde-se que a iniciativa parte da escola A, que convida a escola B (e eventualmente as escolas C, D, etc.)
para a execugdo em conjunto do projecto. Vamos considerar para simplificar que a escola A (em Lisboa) con-
vida a escola B (em Viana do Castelo).

O processo usado nesta proposta inspira-se na determinagdo do perimetro da Terra realizado por Eratdstenes
no terceiro século antes da nossa era.

Eratostenes (c. 284 -194 a.C.)

Eratdstenes de Cirene, a quem Arquimedes dedicou o seu livro O Método, foi um matematico posterior a
Euclides de que existem multiplas referéncias como filésofo, historiador, gedgrafo, astrénomo e poeta. Viveu
grande parte da sua vida em Alexandria, tendo sido escolhido para director da famosa biblioteca desta ci-
dade. E conhecido, no dominio da matemética, pelo chamado “crivo de Eratéstenes”, um método para deter-
minagdo sistematica da sucessdo dos numeros primos.

O seu mais famoso feito cientifico foi a determinagdo, com notével aproximagao, do perimetro da Terra. E

o sucessor de Aristarco de Samos (c. 310-230 a.C.) nas tentativas pioneiras dos matematicos gregos — numa
época em que os conhecimentos da estrutura do Universo eram tdo incipientes — de realizar medigoes as-
trondmicas baseadas em observagdes feitas com instrumentos ainda tao primitivos. Aristarco, que era defen-
sor do sistema heliocéntrico do Universo, tentou determinar as distancias da Terra a Lua e ao Sol, bem como
as respectivas dimensoes.

Eratéstenes observou que em Sienne (actualmente Assua), no solsticio de verao (o dia mais longo do ano), ao
meio dia solar o Sol ndo produzia qualquer sombra ao incidir numa vara espetada verticalmente no solo (isto
¢, 0 Sol estava no zénite de Sienne nesse dia e a essa hora). Isto era confirmado pelo facto do Sol iluminar
completamente um poco (vertical) cavado nessa localidade. No entanto, em Alexandria (que se situava no
mesmo meridiano de Sienne), ao meio dia solar do mesmo , _, .- =
dia, o Sol produzia uma sombra ao incidir numa estaca S=Sienne s estaca
vertical. Tendo em atencio que os raios do Sol podem ser A& = SOA (alteros internos)
considerados paralelos, o esquema ao lado mostra que a
medigao do angulo entre os raios do Sol e a estaca nos da
a distdncia angular entre Sienne e Alexandria. Segundo
uma lenda, Eratéstenes enviou um caminheiro para medir
a distancia entre Alexandria e Sienne, que ¢ em unidades
actuais de 800 km, aproximadamente. Como o angulo
entre os raios solares e a estaca tinha uma amplitude de 7°
12}, uma simples propor¢ao deu-lhe um comprimento do
meridiano da Terra de 40000 km, valor muito préximo do
actualmente estabelecido (40072 ¢ o comprimento do equador).

AEB = 7° 12'

AS = 7° 12’



7°12' «—— 800 km

360°«—— ¢ = comprimento do meridiana
logo

¢ = 40000 km

|. Determinacao da direc¢ao Norte-Sul

Para esta determinagio, é necessario:

a) Colocar uma estaca vertical num ponto de um local limpo, plano e horizontal, iluminado pelo Sol durante
a manha e o inicio da tarde (por exemplo, entre as 10 (10.00) da manha e as 4 (16.00) da tarde).

b) Periodicamente (por exemplo, de 30 em 30 minutos), durante o periodo de tempo escolhido, assinalar no
chao o ponto correspondente a sombra da extremidade da estaca. Obtém-se desta forma os pontos S1, S2, S3,
etc. (ver figura)

c) Depois de assinalados todos os pontos, tragar a curva definida por eles.

Saber que essa curva é um ramo de hipérbole ajuda a tragar a mesma. Para compreender que assim ¢, deve
notar-se que durante um dia, devido ao movimento de rotacdo da Terra, o Sol parece descrever uma circun-
feréncia completa em torno do eixo da Terra. Do ponto de vista matematico, embora a Terra esteja num mov-
imento de rotagdo em torno do seu eixo, é perfeitamente equivalente supor a Terra imovel e o Sol a descrever
a tal circunferéncia em torno do eixo da Terra. Assim, os raios solares que produzem as sombras S1, S2, S3
etc. passam pela extremidade da estaca e pela circunferéncia descrita pelo Sol, logo formam uma superficie
conica - cuja directriz é uma circunferéncia - e a curva que une os pontos S, S, S, etc ndo é mais do que a
seccdo pelo plano horizontal dessa superficie. E entdo necessariamente uma cénica. No caso presente, sera
uma hipérbole pois em duas horas do dia (ao nascer do Sol e ao pdr do Sol) os raios solares sao horizontais
(e portanto o plano da secgao ¢é paralelo a duas geratrizes da superficie conica). A figura seguinte mostra a
situacao descrita e ainda o que ha a fazer para determinar a direc¢do Norte-Sul.

Com centro na base F da estaca traga-se uma circunferéncia (a vermelho na figura) que intersecta o ramo de
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hipérbole nos pontos C e D. Unindo o ponto médio do segmento CD (a verde na figura) com o ponto F, en-
contra-se a direc¢ao Norte-Sul (a azul na figura) verdadeira (diz-se “verdadeira” para distinguir da direc¢ao
N-S magnética, que poderia ser determinada por uma bussola, e que ndo serviria, naturalmente, para deter-
minar o meio dia solar). Nas nossas latitudes, as sombras estdo sempre para norte, e o meio dia solar é a hora
a que a sombra da estaca, produzida pelo Sol, coincide com a direcgdo N-S que determinamos.

Il. Determinacao da altura do Sol ao meio dia solar

A altura de um astro, num determinado ponto da superficie terrestre, é por definicao a amplitude do (menor)
angulo formado pela semirecta com origem nesse ponto e passando pelo astro e o plano do horizonte (plano
tangente a Terra nesse ponto). Durante o dia a altura do Sol num determinado local da Terra (excepto nos
polos) esta sempre a variar, sendo nula ao nascer e ao por do Sol e maxima ao meio dia solar. Tragada a linha



N-S, para obter a altura do sol ao meio dia solar basta esperar pelo meio dia solar e medir esse dngulo, que
designamos por alt(S) na figura seguinte.
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O processo de medigao do referido 4ngulo depende naturalmente do nivel de escolaridade e da maturidade
dos alunos envolvidos no projecto. O Prof. Maximo Ferreira sugere trés métodos

a) Um fio preso com um dedo sobre a cabega de um dos
participantes e outra extremidade coincidente com a ex-
tremidade da sombra, permitira medir — com o auxilio de
um transferidor — o angulo correspondente a altura do Sol.

b) A construgao de um astrolabio simples (em cartao, por
exemplo) constituirda um trabalho manual que culminara
com a sua utiliza¢do na medi¢ao da altura do Sol. (no Kit
Latitude Longitude, editado pelo Ciéncia Viva, encontram-
se procedimentos para a constru¢ao de varios instrumentos,
incluindo o astrolabio. Este pode ser adquirido no Pavilhdo
do Conhecimento ou através de
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http://www.pavconhecimento.pt/loja_livraria/prod_loja/in-
dex_02.asp).

¢) Alunos mais avangados poderao obter o mesmo angulo pela aplicagdo de um método de resolucéo trigo-
nométrica do triangulo rectangulo, cujos catetos sdo o observador e a sua sombra, ou 0 comprimento da
estaca vertical e o comprimento da respectiva sombra coincidente com a direc¢ao N-S, o que conduzira a
uma melhor aproximacao.

lll. Determina¢ao do comprimento do meridiano terrestre

A determinagdo deste comprimento faz-se utilizando as construgoes e medigdes anteriores, nas duas escolas
A e B (supostamente com latitudes diferentes, como em Lisboa e Viana do Castelo, por exemplo).

Note-se que o processo que vamos seguir tem pequenas modificagdes em relagdo ao método seguido por
Eratdstenes:

a) Os dois locais ndo tém necessariamente que estar sobre o mesmo meridiano (isto ¢, podem ter longitudes
diferentes). Em cada um dos locais foi determinada a direc¢ao Norte-Sul e a hora das medi¢oes das alturas
do sol podera ser diferente nos dois locais, pois coincidira com o0 momento em que, nesse local, a sombra da
estaca estara sobre a linha N-S.

b) Enquanto Eratostenes escolheu, como um dos locais de observacao, Sienne, em que ao meio dia solar o Sol
estava no Zénite (portanto com uma altura do Sol igual a 90°), no nosso projecto nehuma das escolas estara
nessa situagao, e teremos assim que utilizar a diferenca das alturas (e ndo apenas o d4ngulo de 7° 12’ medido
em Alexandria por Eratdstenes).

Assim, o que ha a fazer é medir as alturas do Sol, no mesmo dia, em cada uma das escolas, nas respectivas
horas correspondentes ao meio dia solar. Portanto, se em dois locais de latitudes diferentes, ao meio dia solar
em cada um dos locais, se executa o procedimento proposto no ponto II, a diferenca entre as alturas do Sol é
igual a diferenca das latitudes dos dois locais, e dai esse valor é a diferen¢a angular, medida sobre um meridi-
ano, entre as duas latitudes. O esquema seguinte mostra claramente essa situagao.



Os angulos marcados com a mesma cor sdo iguais
por serem alternos internos, logo BOA = BE'B' - AEA'

Nesta figura as escolas estdo supostamente no mesmo meridiano, e conclui-se imediatamente que a diferenca
das alturas do Sol (a0 meio dia solar, neste caso coincidente nas duas escolas) ¢ igual a diferenga das latitudes.

Uma explicagdo um pouco mais elaborada, para o caso das duas escolas estarem em meridianos diferentes,

encontra-se mais 4 frente neste documento.

Conhecida a diferenca das latitudes entre as escolas A e B, procura-se a quando equivale essa diferenga em
distancia (por exemplo em km) medida sobre um mesmo meridiano. Esta pesquisa pode fazer-se através de
mapas convenientes ou por exemplo no Google Earth, site muito conhecido na Internet. Depois, com uma
proporc¢ao em tudo semelhante a utilizada por Eratdstenes, determina-se o comprimento do meridiano ter-

restre.

Nota. A diferenca das alturas do Sol ao meio dia solar, em dois locais ndo necessariamente no mesmo

meridiano, é igual d diferenga das latitudes.

O esquema ao lado mostra como o conhecimento da altura do Sol ao meio dia solar, associado ao valor da

declinagdo do Sol no dia da observagdo (que pode ser
obtido numa tabela astrondmica ou certamente em algum
site na Internet), nos permite obter a latitude do lugar.
Neste modelo matematico da esfera celeste, a Terra natu-
ralmente esta reduzida a um ponto no centro da esfera ce-
leste, e a esfera celeste esta projectada num plano de frente.
Os nomes adoptados para os pontos e planos notaveis da
esfera celeste sdo adoptados a partir dos correspondentes
pontos e circulos da esfera terrestre. EgEq’ é o equador
celeste, P, é o polo norte celeste, HH’ 0 “nosso” horizonte
celeste, etc. Z é o zénite, ou seja a intersecgdo da vertical do
lugar com a esfera celeste, “por cima das nossas cabegas”
Em cada dia, o Sol percorre um paralelo celeste SS’ (cha-
mado paralelo de declinagdo) e a recta TS mantém um
angulo com o equador celeste cuja amplitude ¢ constante e
se denomina declinagdo. A projeccao da esfera ¢é feita num
plano paralelo ao meridiano (celeste) do lugar, e portanto a
circunferéncia na figura é exactamente o meridiano celeste.
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Sendo assim, podemos medir na figura a latitude do lugar (lat), a declinagao do Sol nesse dia (dec) e a altura
do Sol ao meio dia solar, dado que nesse instante o Sol estd no meridiano do lugar.



Sendo assim, temos
lat = 90° -(alt(S) - dec) (estamos a supor latitudes em Portugal e declinagdes positivas).

Portanto a diferenca das alturas - mesmo para locais ndo situados no mesmo meridiano, mas medidas no
momento dos respectivos meios dias solares — ¢ igual a diferenca das latitudes. As medigdes tém que ser
feitas no mesmo dia, para que a declinagao do Sol seja a mesma. Ao longo do ano, devido a0 movimento de
translacdo do Sol, a declinagdo do Sol varia entre (aproximadamente) -23.5° e + 23.5°.

1. Este projecto foi elaborado, a partir das sugestoes do prof. Maximo Ferreira, pela equipa do Pavilhao do
Conhecimento do projecto Pencil, e foi revisto pela Associacao de Professores de Matematica.



