Cubinhos e tintas de trés cores

José Paulo Viana

Com uma certa quantidade de cubinhos, todos iguais, fiz um cubo grande sem espagos vazios no interior. Depois
pintei de azul toda a superficie exterior do cubo grande.

A seguir, rearrumei esses cubinhos de modo a formar novo cubo grande mas sem que qualquer face azul ficasse visi-
vel e pintei de vermelho toda a superficie exterior.

Por fim, voltei a rearrumar os mesmos cubinhos de modo que nenhuma face ja pintada ficasse a vista e pintei de ama-
relo toda a superficie exterior do novo cubo grande.

Verifiquei entdo que todas as faces dos cubinhos estavam pintadas.

Quantos cubinhos ficaram com apenas duas cores?

O problema correspondente ao
numero 70 de Educagédo e Matemadica
foi 0 seguinte:

A Carolina anda toda entusias-
mada com a escola, com os nime-
ros e com as operagoes.
Escreveu os numeros 1, 2, 3, ...
até um certo N e depois separou-
os em dois grupos, de tal modo
que a soma dos elementos de
cada grupo fosse igual. Reparou
que, para certos valores de N, isso
era possivel mas que para outros
Jja néo era.

Quais séo os valores de N para os
quais consegue o seu objectivo?
E se ela quiser dividir os nimeros
em 3 grupos?

Eem4?E..?

Chegaram-nos 7 respostas: Armando
Fernandes (Aveiro), Edgar Martins
(Queluz), Inés Fartaria (Chamusca),
Isabel Viana (Porto), Jodo Maria Oli-
veira (Cartaxo),Judite Lima (Vouzela),
Pedrosa Santos (Queluz).

Pensamos que o reduzido niumero de
respostas se deva a dificuldade em
generalizar este problema. Os leitores
gue mais longe avangaram na investi-
gacéo foram a Isabel, o Armando e o
Edgar.

Seja G o nimero de grupos em que
queremos dividir os primeiros N
ndmeros naturais.
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Comecemos pela divisédo em dois
grupos (G=2).

Algumas pequenas experiéncias
levam-nos a descobrir os casos em
que isso é possivel:

N=3 142=3
N=4 1+4 =2+3
N=T7 14647 = 2+3+445

N=8 34748 = 142444546

Os valores possiveis para N sao:
3,4,7, 8,11, 12, 15, 16, ...
ou seja, N tera de ser da forma:

4k ou 4k-1 (com k € N)

A justificagao para isto pode ser feita
a partir da férmula da soma dos pri-
meiros N nimeros naturais:

N(N +1)
2
O total S tem de ser divisivel por 2,

logo ou N ou N+1 tém de ser divisi-
veis por 4.

S:

Passemos agora ao caso de trés
grupos (G=3).

Fazendo algumas experiéncias, vemos
que hé solugéo para:

N=5 1+4=243=5

N=6 146 =2+5 = 3+4

N=8 14348 = 2+446 = 5+7
N=9 1424349 = 4+54+6 = 748

(Respostas até 30 de Junho)

Os valores possiveis para N s&o:
5,6,8,9, 11, 12, 14, 15, ...

ou seja, N tera de ser da forma:
3k+2 ou 3k+3 (comk € N)

Como o total S tem de ser divisivel
por 3, N ou N+1 terdo de ser divisi-
veis também por 3 (Nota: NV igual a 2
ou 3 ndo serve porque N seria maior
que o valor de cada parcela).

Vejamos o caso de 4 grupos (G=4.
Os valores possiveis para N séo:
7,8,15,16, 2, 24, ...

ou seja, N tera de ser da forma:

8k ou 8k-1 (comk € N)

porque S tem de ser divisivel por 4,
logo N ou N+1 teréo de ser divisiveis
por 8.

Passemos a 5 grupos (G=5).

Os valores possiveis para N séo:
9, 10, 14, 15, 19, 20, ...

ou seja, N tera de ser da forma:
5k+4 ou 5k+5 (comk € N)

porque o total S tem de ser divisivel
por 5, e portanto N ou N+1 teréo de
ser divisiveis também por 5.
Vejamos agora 6 grupos (G=6).

Jé estamos a prever que os multiplos
de 12 ou os mlltiplos de 12 menos 1
sejam solugéo:

11, 12, 23, 24, 35, 36 ...



Mas, oh surpresal, hd mais solugdes
para N igual a:

8. 15, 20, 27, 32, 39, 44, ...

Porque surgem estas solugdes?
Reparemos na férmula que da S. Se
N ou N+1 forem mdltiplos de 6, surge
o primeiro grupo de solugées. Mas S
a dividir por G também da um nimero
inteiro nos casos em que N e N+1
sdo, um deles multiplo de 4 e o outro
multiplo de 3. Por exemplo:

N=8 e N+1=9

(o

Esta tarefa nasceu no curso Ensino
da Geometria e das Fungdes no
Secundario—Perspectivas dos
Novos Programas, quando a Rita
Bastos pegando num tetraedro e num
octaedro de arestas iguais langou a
questdo: Que relagéo existe entre o
volume do tetraedro e o do octaedro?
e em seguida, deitando méo ao seu
bau de sélidos, construiu o puzle que
permitiu chegar a solugéo.

Pareceu-me que seria uma excelente
ideia a desenvolver na sala de aula
para abordar Descoberta de relagées
métricas entre figuras e para isso ela-
borei esta tarefa.

Reflecti depois sobre ela com os res-
tantes elementos da equipa e vimos
que ela envolve trés fases:

12.Construgao, visualizagéo e identi-
ficagao de solidos obedecendo a
determinados requisitos.

22 Determinacao da razdo entre o
volume do octaedro e tetraedro em
questdo.

N=15 e N+1=16
Entéo, as solugbes séo da forma:

12k-1, 12k, 12k—4 ou 12k+3 (com
keN)

Para G=T:

Tk+6 ou 7Tk+7 (com k € N).
Para G=8:

16k ou 16k-1 (com k € N).
Para G=9:

9k+8 ou 9k+9 (com k € N).

3°.Reflexdo sobre o trabalho desen-
volvido conducente a generaliza-
¢do, a figuras geométricas seme-
lhantes do plano e do espacgo das
conclusdes tiradas.

Na 12 fase o aluno tera de descobrir
e identificar o sélido em questao.
Nesta tentativa de descoberta terd
que pesquisar, explorar e alvitrar uma
resposta que é convidado a validar
podendo necessitar de a reformular.
Parece-nos tratar-se de um bom
exercicio de visualizagao espacial que
requer o conhecimento dos soélidos
platonicos e suas caracteristicas bem
como o estabelecimento de relagbes
entre eles.

Na 22 fase o objectivo é trabalhar
areas e volumes por composigao/
decomposigéo de figuras e recordar
relages numéricas entre comprimen-
tos, areas e volumes.

A 3° fase conduz ao desenvolvimento
do espirito indutivo permitindo a gene-
ralizacdo de relagbes métricas.

Para G=10:

20k, 20k-1, 20k+4 ou 20k+15 (com
ke N).

Enfim, ndo é nada facil generalizar. A
Unica certeza, como diz o Edgar, é que
se G for primo as solugdes séo da
forma:

Gk ou Gk-1 (com k € N e maior
que 2).

Esta tarefa ja foi utilizada em turmas
do 10° ano a quando do estudo do
Tema |—Geometria no Plano e no
Espaco |, usando o material Polydron
e tendo o cuidado de distribuir cada
parte apds a exploragao da anterior. A
exploragéo da tarefa foi completada,
ao fazer a sintese das conclusdes
tiradas, levando os alunos a reflectir
sobre a diferenga entre volume e
forma, comparando o octaedro com
os quatro tetraedros e vendo que
embora o volume seja 0 mesmo, por
mais que tentemos encaixar os tetra-
edros nao é com eles possivel cons-
truir o octaedro.
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