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William P Fox e Richard D. West

O artigo que se segue apresenta algumas ideias que tém sido desenvolvidas pelos auiores em projectos na area da analise
numérica e onde tém sido utilizadas as tecnologias para realizar diferentes abordagens a resolugéo de problemas.

A modelacéo e as aplicagdes tém
vindo a tornar-se um tema central de
todos os cursos ensinados por estes
autores. Com dezoito anos de experi-
éncia de uso de projectos em anélise
numérica, Fox e West comegaram a
escrever um livro de projectos que
pode ser usado em cursos de anélise
numérica ou integrado em cursos de
algebra do secundario e/ou em cursos
baseados no célculo. Nos ultimos
dez anos, tanto o computador como
a calculadora grafica mudaram o con-
texto de aprendizagem dos alunos em
muitas areas, especialmente na ana-
lise numérica. A nossa apresentagdo
no ICTCM baseou-se no uso da TI-83
Plus como um “menor denominador
comum” da tecnologia. Sentimos
que esta era a tecnologia acessivel a
todos e seria muito Util a professores
de tépicos relacionados com a com-
putagéo numérica.

Nos trabalhdmos
conjuntamente no Departamento de
Ciéncias Mateméticas na Academia
Militar dos Estados Unidos em West
Point, NY, desde 1990 até 1998. Este
foi um periodo de grandes mudan-
¢as na matematica em West Point.

A énfase de todos os curriculos de
matematica mudou das tradicionais
técnicas de papel e lapis para uma
abordagem de modelagéo suportada
pela tecnologia. Durante este peri-
odo West dirigiu uma sequéncia de
dois cursos de andlise numérica que
tinham sido desenvolvidos anterior-
mente no inicio dos anos 80, e Fox
desenvolveu e escreveu um conjunto
de disciplinas sobre modelagéo para
0s nossos especialistas matematicos.

Os projectos que apresentamos na
nossa sessdo tém sido usados em
muitos locais durante os ultimos vinte
anos e continuamos a ver novos usos
para estes projectos enquanto ensina-
mos na Francis Manion University.

Coma
tecnologia actual ha muitas aborda-
gens que podem ser levadas a cabo
com vista a representagéo e compre-
ensao de uma solugdo numérica de
um problema. Geralmente, a repre-
sentagdo numérica de uma solucéo de
um problema é uma tabela de valores-
solugdo, os quais podem ser exactos
ou aproximados. As quatro aborda-
gens que a tecnologia actual realga
sdo: (1) a abordagem grafica ou geo-
métrica, (2) a abordagem recursiva ou
iterativa, (3) a abordagem de sistema
dindmico discreto (ou sucesséo), e (4)
a abordagem de programacéo. A abor-
dagem gréfica ajuda o aluno na com-
preenséo da aproximagéo. Os modos
TRACE e TABLE da calculadora gréa-
fica apresentam o aspecto geral do
gréfico e fornecem ao utilizador valo-
res numéricos especificos. A abor-
dagem recursiva e iterativa mostra
como uma folha de célculo trabalha
para produzir uma solugdo numérica.
Um grafico discreto destes valores da
uma ideia mais geral de uma fungéo
subjacente. A maioria dos algoritmos
em andlise numérica podem ser
escritos como um sistema dindmico
discreto ou um sistema de equagdes
de diferencas. Nos achamos que esta
abordagem discreta da modelagdo é
intuitiva para os alunos e com um tra-
balho introdutério diminuto € acessivel
a maioria dos alunos. Finalmente, a

abordagem mais tradicional para solu-
¢bes numéricas é escrever programas
para os algoritmos & medida que s&o
desenvolvidos. Este é um aspecto
menos acessivel da calculadora, mas
muito importante para os alunos com-
preenderem a légica do computador e
adquirirem capacidade de desenvolve-
rem os seus proprios programas. Na
nossa sessdo, apresentdmos todas
estas abordagens e encorajdmos os
professores a escolher a abordagem
que melhor se adapta aos objectivos
do seu curso.

Um dos principais
objectivos de qualquer curso introdu-
tério de anélise numérica é a compre-
enséo da medida do erro. Em termos
de célculo, nds estamos a responder
a questéo “quéo perto € perto?”
Habitualmente a primeira oportunidade
para enfrentar a anélise do erro esta
em planear um critério de paragem
para algum algoritmo simples tal como
o método da bissecgéo. A discussdo
envolve erro absoluto, erro relativo,

e quando é numericamente f(x)=07
Eventualmente, a discusséo trans-
forma-se numa discusséo de digitos
significativos e qual o critério que dara
o numero de digitos que desejamos
tao eficientemente quanto possivel.
Consideramos que uma boa definigcao
de digitos significativos em termos

de erro relativo fornecida no inicio

do curso € muito util. N6s usamos a
definigdo apresentada na 6° edigéo de
Burden & Faires. Com as muitas abor-
dagens diferentes para o ensino da
compreensao de determinados algo-
ritmos, o critério de paragem pode ser
executado interactivamente, a partir
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de uma tabela de valores obtidos, ou
de dentro de um programa .

Como dissemos anterior-
mente, muitos dos projectos apre-
sentados aqui foram desenvolvidos
durante os Ultimos vinte anos em
West Point. Apresentamos estes
projectos no contexto das suas disci-
plinas além da matemética, de modo
a serem relevantes para os alunos ou
para o seu futuro. Assim, chamémos
a estes projectos interdisciplinares.
Muitas vezes usamos estes projec-
tos de um modo sumativo, depois da
aprendizagem inicial ter lugar, para
cimentar a compreenséo do aluno.
Contudo, temos usado estes pro-
jectos de um modo formativo, para
realcar a aprendizagem de algo novo.
Finalmente, temos utilizado ocasio-
nalmente estes projectos como parte
de um curso, onde os alunos fazem a
sua propria pesquisa e aprendizagem
através da sua realizagéo.

Na sessao nao pudemos cobrir todos
os topicos de analise numérica, pelo
que escolhemos aqueles que faziam
sobressair a TI-83 Plus e a modelacéo
com sistemas dinamicos discretos.
Os topicos que escolhemos eram
solugdes de equagdes de uma varia-
vel, solugbes de problemas de valor
inicial, aproximagdes, um pouco de
algebra linear, e sistemas de equa-
¢oes de diferengas.

Usando o modelo de palavras futuro
= presente + mudanga mostrdmos as
muitas vantagens de utilizar equagdes
de diferengas para abordar os pro-
blemas. Provavelmente a vantagem
mais importante € que estes modelos
s&o intuitivos e facilmente compreen-
didos pelos alunos em muitos niveis.
Dependendo do nivel dos alunos ou
dos objectivos do curso, podemos
usar tanto a notagéo de fungéo como
a notagéo sequencial. lterando estas
relagdes recursivas podemos for-
necer ideias rapidas e muitas vezes
respostas a problemas sem solugdes
analiticas. Assim, a distingéo entre
equacgdes lineares e néo lineares
torna-se transparente e discutivel. A
extens&do a muitas variaveis depen-
dentes também é simples. Uma
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escolha pedagdgica sera usar ou néo
uma abordagem de algebra linear ou
ficar com a abordagem iterativa aos
sistemas de equagbes de diferengas.
Em resumo, facil acesso, abordagens
flexiveis para obter a solugéo, e a
oportunidade para aumentar a comple-
xidade, rapidez, faz com que a mode-
lagéo através de um sistema dindmico
discreto seja uma escolha ébvia para
nos.

Quando uma maquina tem ¢ anos,

ela rende uma média de e dolares
por ano. Depois de ¢ anos de uso

a maquina pode ser vendida como
sucata por 1/(¢t+1) dolares. Quantos
anos a companhia deve ter a maquina
de modo a maximizar o seu rendi-
mento?

r 1
R(z) = e tdt + ——
0= [

Para maximizar o rendimento, toma-
mos a derivada e poémo-la igual a zero.

R(z)=e'—(t+1)"2=0

Aqui, temos uma fungéo transcen-
dente que néo permite obter uma
solugéo sob uma forma fechada.
Vamos experimentar métodos numéri-
cos utilizando a TI-83 Plus.

e Método da Bissecgéo
e Método de Newton

¢ Rotinas internas da calculadora,
Plot, Calc de zeros (por exemplo)

Dado o modelo de equagdes dife-
renciais para a disseminagéo de uma
doencga contagiosa ou um modelo
populacional:

dN

— = .25N(10 — N), N(0) =2

dt
vamos analisar completamente o seu
comportamento.

(a) Dado que se trata de uma equagéo
diferencial ordinéria auténoma (EDO)
esboce uma andlise gréfica completa:

1. Desenhe o gréfico dN/dt em
fungdo de N. Descubra e assinale
todos os pontos estacionarios.

2. Determine o valor onde a taxa de
variagdo da doencga € mais rapida.
Porque é que precisa deste valor?

3. Desenhe o gréfico de N em fungao
de ¢ partindo das seguintes condi-
¢des iniciais:

N(0)=2, N(0)=7, e N(0) =14.

4. Descreva a estabilidade de cada

ponto estacionério.

(b) Resolva esta EDO usando sepa-
ragao de variaveis (Sugestéo: Podera
precisar de uma decomposi¢éo em
elementos simples). Assegure-se que
encontra o valor da constante arbitra-
ria ¢ usando a condig&o inicial N(0)=2.

(c) Usando a solugéo analitica de (b),
desenhe o gréfico de IV em fungéao
de t.

(d) Compare o seu gréfico actual com
a solugéo gréfica de (a.3).

(e) A partir do gréfico de (c), estime o
valor de N(.5) e N(5).

(f) Descubra os valores reais destas
duas solugdes N(.5) e N(5) usando a
solucéo analitica da parte (b).

(@) Calcule o tempo, t, quando N varia
rapidamente usando a condig¢&o inicial
N(0)=2.

(h) Use o Método de Euler com h=1,
h=0.5 e h=0.1 para aproximar a solu-
géo a EDO para N(.5) e N(5). Des-
cubra o erro relativo ou as diferencas
absolutas.

(i) Desenhe o gréfico das aproxima-
¢oes de Euler para h=0.1, h=0.5 e
h=1.0 e compare estes graficos com
a andlise gréfica de (a) e o gréfico
desenhado em (d). Discuta estes gréa-
ficos — pode comparar e contrastar
estes gréficos.

() Repita as questdes (h) e (i) usando
o método de Runge-Kutta.

(Equagdes diferen-
ciais ou equagdes de diferengas).
Os dois projectos apresentados de
seguida podem ser modelados como
sistemas de equagdes diferenciais
ou como sistemas de equagdes de
diferengas (previamente chamadas
sistemas dindmicos discretos). Para a
sesséo escolhemos modela-los com
equagoes de diferencas para mostrar
as capacidades da calculadora gréfica
TI83-Plus.



A poluicdo nos Grandes Lagos. A
maioria da agua que entra no Lago
Erie vem do Lago Huron, e a maioria
da agua que entra no lago Ontario
vem do lago Erie. Suponha que a
polui¢ao dos lagos tinha terminado
excepto a poluigdo provocada pelas
fabricas de aluminio no Lago Huron

e no Lago Ontario. Quanto tempo
levaria para que o nivel de poluigdo
em cada lago fosse reduzido em 10%
do seu nivel actual? Muitas hipdteses
séo formuladas acerca da mistura,

da néo entrada de poluentes no Lago
Huron, e do significado de terminar a
poluigdo. Entédo é dito aos alunos que
em cada ano a percentagem de &gua
substituida no Lago Huron, Erie e
Ontario é aproximadamente de 10%,
35% e 11%, respectivamente. Adicio-
nalmente, as fabricas de aluminio no
Lago Huron e no Lago Ontario des-
pejam directamente 35 unidades de
poluentes em cada lago em cada ano.
Os niveis iniciais de poluentes em

Huron, Erie e Ontario sdo 4500, 2000,

2600, respectivamente.

(a) Escreva um sistema dinamico dis-
creto usando um sistema de equa-
¢oes de diferencas, que modele
este processo.

(b) ltere este sistema para pelo
menos 50 anos para conseguir
obter uma ideia dos trés niveis de
poluicdo a medida que o tempo
passa.

(c) Este sistema tem um vector de
equilibrio?

(d) Determine quanto tempo levaria
para que cada lago visse reduzido
em 10% o seu presente valor.

(e) Descreva o comportamento a
longo prazo deste sistema.

Um problema com gosto a peixe.
Considerando vérias hipoteses, como
a taxa de crescimento da truta e da
perca em isolamento e factores de
como as interacgdes afectam as
populagdes da truta e da perca num
viveiro, sera que estas duas espécies
podem coexistir no viveiro?

¢ A taxa de crescimento da truta e da
perca em isolamento é de 15% e
10%, respectivamente.

¢ O decréscimo de trutas devido a
competigéo é .015xn° de trutasxn®
de percas.

* O decréscimo de percas devido &
competicédo é .011xn° de trutasxn®
de percas.

¢ As quantidades iniciais de trutas e
percas sdo de 15000 cada.

(a) Modele a populagéo de trutas e
percas por meio de um sistema de
equagdes de diferencas.

(b) Desenhe o grafico da populagéo
de trutas em fungéo do tempo e de
percas em fungéo do tempo pelo
menos durante cinquenta anos ou
épocas. Qual a populagdo que se
extingue?

(c) Desenhe o gréfico da populagéo
de trutas em fungao da populagédo de
percas. Novamente, qual a populagéo
que desaparece? Parece que as duas
populagdes se aproximam de um
ponto de equilibrio?

(d) Se existir, determine esse ponto
de equilibrio onde as duas populagdes
poderiam coexistir.

(e) Agora experimente com diferen-
tes populagdes iniciais e desenhe os
respectivos gréficos (trutas em fungéo
das percas). Por exemplo, ponha

a populagéo inicial de trutas igual a
5000, 8000, 15000 e 20000 para uma
populacéo de percas de 5000, 8000,
15000 e 20000. Obteremos dezasseis
gréficos. Qual é a tendéncia geral que
observa? Como € que esta tendéncia
ajuda alguém a gerir as trutas e as
percas neste viveiro?

Os autores, assim como
os seus alunos, gostaram de usar a
modelagdo matematica para adicionar
“realismo” a matemética discutida.
Os exemplos aqui apresentados
sdo apenas a “ponta do iceberg”
de projectos que temos usado em
inumeros cursos de matematica. Os
autores tém desenvolvido programas
para a T1-83 Plus, folhas de célculo
em EXCEL e programas em MAPLE
assim como exemplos para: Procura
de Raizes (Método da Bissecgéo e de
Newton), Problemas de Valor Inicial
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(Métodos de Euler e Runge-Kutta),
Aproximacgdes (Splines cubicos e
Diferencas Divididas) e Sistemas
Dinamicos Discretos. Contacte-nos
para receber copias ou informagéo
acerca de qualquer programa ou pro-
jecto (e-mail: ou
).
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